Johann Wolfgang Goethe-Universitéat
Frankfurt /Main
Fachbereich Mathematik

Diplomarbeit

Gitterreduktion, elementare Algorithmen
und Faktorisierung ganzer Zahlen !

Gerold Jéager
Ackermannstrafle 68
60326 Frankfurt/Main
Tel. 069/7391200

Frankfurt/Main, den 17. Mérz 1998

Betreuer: Professor Dr. C.P. Schnorr
Vertreter: Professor Dr. M. Sieveking

Inach Arbeiten von M. Seysen:

“A Measure for the Non-Orthogonality of a Lattice Basis*

und M. Ajtai:

“The Shortest Vector Problem in Ly is NP-hard for Randomized Reductions*






Inhaltsverzeichnis

1 Grundlagen
1.1 Notationen. . . . . . . . . ..
1.2 Einfiihrung in die Gittertheorie . . . . . . . . . ... .. ... ..

2 Gitterbasenreduktion
2.1 Einftthrung . . . . . ...
2.2 GauB-Reduktion . . . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Langenreduktion . . . . . ... ..o oo
2.4 L3-Reduktion . . . . . . . . . . ..

3 Ergebnisse von Seysen
3.1 Hauptergebnisse . . . . . . . .. ... Lo
3.2 Geometrische Bedeutung der 7-Reduktion . . . .. ... .. ...

4 7-Reduktion fiir beliebigen Rang
4.1 Elementare Eigenschaften der 7-Reduktion . . . . . . . .. .. ..
4.2 Approximation der sukzessiven Minima . . . . . . . . . . ... ..
4.3 Algorithmen zur 7-Reduktion . . . . . ... ... ... ... ...

5 71-Reduktion fiir Rang 2
5.1 Hauptergebnis . . . . . . . . ... Lo
5.2 Vereinfachung des Reduktionsbegriffes . . . . . ... ... .. ..
5.3 Beweis von Satz 5.2a). . . . .. ..o
5.4 Beweis von Satz 5.2b) . . ... o

6 Praktische m»-Reduktion
6.1 Grundlagen zur 75-Reduktion . . . .. ... .. ...
6.2 Algorithmus zur m-Reduktion . . . . . . .. ... ... ... ...
6.3 Beschleunigung des Algorithmus’ . . . . . ... ... ... ....
6.4 Anwendung auf Rucksackprobleme . . . . ... ... ... ....

7 Faktorisierung ganzer Zahlen
7.1 Einleitung . . . . . .. ..o
7.2 Schnorrs Reduktion . . . . . . . .. ...

15
15
20

23
23
25
27

33
33
35
36
37

39
39
43
45
45



7.3 Adlemans Reduktion . . . . . . . . . ... 51
7.4 Ajtais Reduktion . . . . . ... ..o 52
7.5 Korrektheit von Ajtais Reduktion . . . . . . . ... .. ... ... 54
Index 61
Literaturverzeichnis 63



Einleitung

Gitter sind diskrete, additive Untergruppen des R, ein linear unabhéngiges Er-
zeugendensystem eines Gitters heiffit Gitterbasis. Die Anzahl der Basisvektoren
eines Gitters ist eindeutig bestimmt und heiffit Rang des Gitters. Zu jedem Git-
ter vom Rang n gibt es mehrere Gitterbasen, die man alle erhélt, indem man
eine Basismatrix B = [by, - - -, b,] von rechts mit allen Matrizen aus der Gruppe
GL,(ZZ) multipliziert.

Eine wichtige Fragestellung der Gittertheorie ist es, zu einem gegebenen Gitter
einen kiirzesten, vom Nullvektor verschiedenen Gittervektor zu finden. Dieses
Problem heifit das “kiirzeste Gittervektorproblem®. Ein dazu verwandtes Pro-
blem ist das “néchste Gittervektorproblem®, das zu einem beliebigen Vektor x
aus R einen Gittervektor sucht, dessen Abstand zu x minimal ist.

Aus dem “kiirzesten Gittervektorproblem® entwickelte sich die Gitterbasenreduk-
tion, deren Ziel es ist, eine gegebene Gitterbasis in eine Gitterbasis zu transformie-
ren, deren Vektoren bzgl. der Euklidischen Norm kurz und moglichst orthogonal
zueinander sind. Wichtig fiir die Giite einer Reduktion ist der Begriff der sukzes-
siven Minima A;(L), - -+, A, (L) eines Gitters L. Dabei ist A\;(L) die kleinste reelle
Zahl r > 0, fiir die es i linear unabhéngige Vektoren ¢; € L gibt mit ||¢;]| < r
fir j = 1,---,4. Man versucht, fiir ein Gitter L eine Gitterbasis by,---,b, zu
finden, bei der die GroBe ||b;]| / \i(L) fiir ¢ = 1,---,n moglichst klein ist. Fiir
Gitter vom Rang 2 liefert das Gauf’sche Reduktionsverfahren eine Gitterbasis
mit ||b;|| = A\i(L) fiir i = 1,2. Eine Verallgemeinerung der Gauf-Reduktion auf
Gitter mit beliebigem Rang ist die im Jahre 1982 von Lenstra, Lenstra, Lovész
vorgeschlagene L3-Reduktion einer Gitterbasis, deren Laufzeit polynomiell in der
Bitlinge der Eingabe ist. L3-reduzierte Gitterbasen approximieren die sukzessi-
ven Minima bis auf einen (im Rang des Gitters) exponentiellen Faktor.

Die vorliegende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil (Kapitel 1-6) wird
ein neues Reduktionskonzept von M. Seysen aus der Arbeit “A Measure for
the Non-Orthogonality of a Lattice Basis“ [13] behandelt und im zweiten Teil
(Kapitel 7) ein aktuelles Ergebnis von M. Ajtai iiber die Faktorisierung ganzer
Zahlen aus “The Shortest Vector Problem in L, is NP-hard for Randomized
Reductions® [2].

Seysen fiihrte in [13] zu einer gegebenen Gitterbasis by, ---,b, die Grofie o(A)
ein, die nur von den Eintrigen der zugehorigen Gram-Matrix A = [by,---,b,]T -
[b1,-++,b,) und der Inversen A~! abhingt. Sie hat die Eigenschaft, daf fiir jede
Gitterbasis by, - - -, b, mit Gram-Matrix A gilt, dal o(A) > 1, wobei die Gleich-
heit genau dann gilt, wenn by, - - -, b, orthogonal ist. Aus dieser Defintion ergibt
sich folgender Reduktionsbegriff: Eine Gitterbasis by, - -, b, mit Gram-Matrix
A heifit genau dann 7-reduziert, wenn o(A) minimal fiir alle Basen des Gitters
ist. Der wesentliche Unterschied der 7-Reduktion zur L3-Reduktion ist, da8 die
GroBe o(A) unabhéngig von der Reihenfolge der Basisvektoren ist, so dafi eine



T-reduzierte Gitterbasis bei beliebiger Permutation der Basisvektoren 7-reduziert
bleibt. Die 7-Reduktion reduziert also im Gegensatz zur L3-Reduktion die Basis-
vektoren gleichméfig. Seysen zeigte, daBl man zu jedem Gitter vom Rang n eine
Gitterbasis mit Gram-Matrix A findet, so daB (A) durch e?(™?) beschrinkt ist.
Daraus 148t sich ableiten, dafl 7-reduzierte Gitterbasen eines Gitters vom Rang
n die sukzessiven Minima bis auf den Faktor e?(™™*) approximieren. Da es sich
bei der 7-Reduktion um einen sehr starken Reduktionsbegriff handelt, fiir den
es schwer ist, einen effizienten Algorithmus zu finden, definiert man folgenden
schwicheren Reduktionsbegriff: by, ---,b, heiffit genau dann mp-reduziert, wenn
keine Basistransformation der Form b; :==b; +k-b, mit 1 <i# j <nund k € Z
die Grole o(A) erniedrigt. Fiir n = 2 entspricht die 7-Reduktion sowohl der 75-
Reduktion als auch der Gaul-Reduktion. Fiir die m-Reduktion findet man einen
effizienten Algorithmus. Wendet man diesen Algorithmus auf Rucksackprobleme
an, so ergibt sich, dal durch einen Algorithmus, bestehend aus 75-Reduktion und
anschliefender L3-Reduktion, bei grofer Dichte und bei kleiner Dimension we-
sentlich mehr Rucksackprobleme gelost werden als durch den L3-Algorithmus.

Die Faktorisierung grofler ganzer Zahlen ist ein fundamentales Problem mit grofler
kryptographischer Bedeutung. Schnorr stellte in [11] erstmals einen Zusammen-
hang zwischen Gitterbasenreduktion und Faktorisierung her, indem er das Fakto-
risieren ganzer Zahlen auf das “néchste Gittervektorproblem in der Eins-Norm*
zuriickfithrte. Adleman fiihrte in [1] das Faktorisieren ganzer Zahlen sogar auf
das “kiirzeste Gittervektorproblem in der Euklidischen Norm* zuriick, allerdings
unter zahlentheoretischen Annahmen. In [2] stellte Ajtai ein neues Ergebnis vor,
in dem er das Faktorisieren ganzer Zahlen auf das “kiirzeste Gittervektorproblem
in der Euklidischen Norm* ohne zusétzliche Annahmen zuriickfiihrte.

Fiir die intensive Betreuung meiner Diplomarbeit mochte ich mich bei Prof.
Dr. Claus Peter Schnorr bedanken. Weiterhin danke ich Dr. Harald Ritter und
Jean-Pierre Seifert fiir viele niitzliche Anregungen und Verbesserungsvorschlage
zu dieser Arbeit.



Kapitel 1

Grundlagen

Wir fiithren in Abschnitt 1.1 die in dieser Arbeit benotigten Notationen ein und
fassen in Abschnitt 1.2 wichtige Begriffe und elementare Sétze der Gittertheorie
zusamien.

1.1 Notationen

Sei IN die Menge der natiirlichen Zahlen und INy die Menge der natiirlichen Zah-
len einschliellich der 0. Es bezeichne 7Z bzw. @) die Menge der ganzen bzw.
rationalen Zahlen. IR steht fiir die Menge der reellen Zahlen und R, fiir die
Menge der positiven reellen Zahlen. Sei Z" bzw. IR" die Menge der n-dimen-
sionalen ganzzahligen bzw. reellen Vektoren. R™ ist ein n-dimensionaler Vek-
torraum mit dem Standardskalarprodukt < ;- >, der zugehorigen Fuklidischen
Norm ||y| :=<y,y >'2, der Maximums-Norm ||y|s := max;<;<,{|y:|} und der
Eins-Norm ||y|[1 := > |v:| - Es gilt die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung:

| <zy>[ < [l] -yl (1.1)

vol,, sei das n-dimensionale Volumen einer Teilmenge von IR". Eine Teilmen-
ge aus R" heifit diskret, wenn sie keinen Haufungspunkt besitzt. Es bezeichne
span(yy, - - -, yn) die lineare Hiille der Vektoren yy, -+, y, .

Sei Z"™" bzw. IR™" die Menge aller m x n-Matrizen mit Eintrdgen aus Z bzw. R.

e >8> U

e L

Es gilt fiir C € R™", D € R™":
IC-D|| < [IC]-I1D]l (1.2)

Wir betrachten — wenn nicht anders erwéahnt — immer die Euklidische Norm.
Es sei CT die Transponierte einer beliebigen Matrix C, C~! die Inverse einer
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reguldren Matrix C' und det(C') die Determinante einer quadratischen Matrix C.
Fiir eine quadratische Matrix C sei tr(C') die Spur von C| sie ist gleich der Summe
der Diagonalelemente von C'. Eine quadratische Matrix heifit Diagonalmatrix,
wenn sie nur in der Diagonalen Eintrdge ungleich Null hat. Die Inverse einer
reguliren Matrix C' € R™" 148t sich als

det Ctjs

det C )1§s,t§n (1.3)

ol = ((_1)s+t .
schreiben, wobei C’t:S die Matrix ist, die durch Streichen der ¢-ten Zeile und der
s-ten Spalte aus C' entsteht.

Sei GL,(R) die Gruppe aller invertierbaren Matrizen aus R™" und G L, (%) die
Gruppe aller Matrizen aus Z™" mit Determinante 1. Die Elemente aus GL,,(7Z)
heiflen auch unimodulare Matrizen. Schliefllich bezeichnet [yy, - - -, y,,| die Matrix,
die aus den Spaltenvektoren yy, - - -, y, besteht.

[a, b] steht fiir das abgeschlossene Intervall von a bis b . Fiir x € IR bezeichne [z |
die néchste ganze Zahl zu z, wobei bei halbzahligen Werten abgerundet wird.
Seien O und o die Landau’schen Symbole und 4;; das Kronecker-Symbol mit
0;; =1, falls i = 7, und ¢; ; = 0 sonst.

Zwei ganze Zahlen a, b heiflen kongruent modulo ¢ ( @ = b (mod ¢)), wenn ¢ | (b—a).
Ein Verfahren heifit Polynomialzeit-Algorithmus, wenn die Anzahl der arithme-
tischen Operationen polynomiell in der Bitlinge der Eingabe beschrinkt ist.

1.2 Einfiihrung in die Gittertheorie

Fiir linear unabhéngige Vektoren by, ---,b, € R™ heifit die Menge

L(b1,"',bn) = {Ztl . bl

i=1

t,-e%}c]Rm

ein Gitter mit Gitterbasis by, - - -, b, und Rang n. Zur Gitterbasis by, ---,b, € R™
ist B = [by,---,b,] € R™" die zugehorige Basismatriz und A = BT - B € R™
die zugehorige Gram-Matriz. Eine Gram-Matrix ist symmetrisch und hat posi-
tive Diagonalelemente. Das Gitter heiflt vollstindig, wenn n = m ist, und ganz-
zahlig, wenn es in Z™ enthalten ist. Die Gitterbasis by, - -, b, heifit orthogonal,
falls < b;,b; >= 0 fir 1 < i # j < n gilt. Zu einem Gitter L(by,---,b,) heifit
span(L (by,- -+, b,)) = span(by, - - -, b,) die lineare Hiille von L(by,---,b,) und

P(bl,"',bn) = {sz . bl
=1

die Grundmasche zur Gitterbasis by, - -, b,.
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Gitter lassen sich folgendermaflen charakterisieren:

Satz 1.1 [6] Die Gitter in R™ sind genau die diskreten, additiven Untergruppen
des R™.

Die Basis eines Gitters ist nicht eindeutig bestimmt. Eine wichtige Aussage iiber
die Mengen aller Basen eines Gitters liefert der folgende Satz:

Satz 1.2 [6] Sei L = L(by,---,b,) ein Gitter in R™ und by,---,b, € R™.
Dann ist by,---,b, genau dann eine Gitterbasis von L, wenn es eine Matric

T € GL,(Z) gibt mit [by, -+, b,] = [by, -+ ,by] - T.

Sei B eine Basismatrix_eines Gitters mit Gram-Matrix A 1_1nd B eine Basismatrix

desselben Gitters mit B = B - T. Die Gram-Matrix von B erhilt man durch
A=B-T)"-B-T=T"-A-T.

Definition 1.3 Die Determinante eines Gitters L(by,---,b,) ist das n-dimen-
sitonale Volumen der Grundmasche, d.h.

det L := wol, (P(bl, e bn)>
Die Gitterdeterminante kann wie folgt berechnet werden:

Satz 1.4 [6] Sei L ein Gitter mit Gitterbasis by, - -, b, und zugehoriger Gram-
Matriz A. Dann gilt:

det L = Vdet A.

Die Determinante eines Gitters L héngt nicht von der Wahl der Gitterbasis ab,
denn fiir Gram-Matrizen A und A = T7 - A - T verschiedener Gitterbasen gilt:

det A =det(T7 - A-T) = det?T - det A = det A.

Definition 1.5 Sei L ein Gitter. Das zu L duale Gitter ist definiert durch
L* :={x € span(L) |VYy € L :<x,y> € 7}.

Satz 1.6 [6] Sei L ein Gitter mit Gitterbasis by, ---,b, und zugehoriger Gram-
Matriz A. Dann gilt:
a) Es gibt genau eine Gitterbasis by, - -, bl von L* mit
<bz,b;<> = 51"]' fUT’ 1<4,5 <n,

b) A™! ist die Gram-Matriz von b}, - - b.

Bemerkung 1.7 Man nennt die Gitterbasis by, ---,b} die zu by,---,b, duale
Gitterbasis.






Kapitel 2

Gitterbasenreduktion

Ziel der Gitterbasenreduktion ist es, zu einem gegebenen Gitter eine Gitterba-
sis zu finden, deren Vektoren bzgl. der Euklidischen Norm kurz und moglichst
orthogonal zueinander sind. In Abschnitt 2.1 werden wichtige Begriffe der Gitter-
basenreduktion eingefiihrt, und es wird beschrieben, wann eine Gitterbasis gut
reduziert ist. In den Abschnitten 2.2, 2.3 und 2.4 werden elementare Reduktions-
begriffe mit den zugehorigen Algorithmen vorgestellt.

2.1 Einfiihrung

Die Gitterbasenreduktion versucht, eine Gitterbasis in eine andere mit kiirzeren
Vektoren zu transformieren. Nach Satz 1.2 erfolgt dies durch Multiplikation der
Basismatrix mit unimodularen Matrizen. Folgende Basistransformationen werden
durch unimodulare Matrizen beschrieben:

e Multiplikation eines Basisvektors mit -1,
e Vertauschen von zwei Basisvektoren,

e Addition des k-fachen (k € ZZ) eines Basisvektors zu einem anderen Basis-
vektor.

Wichtig fiir die Reduktion einer Gitterbasis by, - - -, b, sind das zugehérige Ortho-
gonalsystem by, - - -, b, und die zugehorigen Gram-Schmidt-Koeffizienten

<bby>

- fir 1<4,5 <n,
165117

Fij

die wie folgt berechnet werden:



Algorithmus 2.1 (Gram-Schmidt-Verfahren)
INPUT Gitterbasis by,---,b, € R™

1b, =
2 FORi=2,--,n
<bi,i)j> L .
Hig = — 07 g <,
[l
i—1

1
OUTPUT by,---,b, € R™, p;; fir1<j<i<n

Die Vektoren 131, cee b,, sind linear unabhéngig und paarweise orthogonal zueinan-
der. Sie entsprechen den Hohen der zugehorigen Gitterbasis. Auflerdem gilt:
det L = T II6:]l.
i=1

Fiir die {ibrigen Gram-Schmidt-Koeffizienten gilt:

1 fire=y
i =Y 0 firl1<i<j<n
Ein Ma#B fiir die Reduziertheit einer Gitterbasis sind die sogenannten sukzessiven
Minima:

Definition 2.2 Sei L ein Gitter vom Rang n. Firi=1,--- . n ist das i-te suk-
zessive Minimum von L definiert als
(L) = min {max { flea], - el 3}
lin.unabh.

Ai(L) ist die kleinste reelle Zahl r > 0, fiir die es 7 linear unabhéngige Vektoren
¢; € L gibt mit ||¢;|| < r filr j = 1,---, 4. Insbesondere ist A\;(L) die Lénge des
kiirzesten, vom Nullvektor verschiedenen Gittervektors. Das Problem, zu einem
gegebenen Gitter einen kiirzesten, vom Nullvektor verschiedenen Gittervektor zu
bestimmen, heifit das “kiirzeste Gittervektorproblem®. Das Problem, zu einem
gegebenen Vektor einen néchsten Gittervektor zu bestimmen, heifit das “néchste
Gittervektorproblem®.

Gibt es eine Gitterbasis von L mit Vektoren, deren Léngen gleich den sukzessiven
Minima von L sind, so ist dies die am besten reduzierte Gitterbasis von L. Fiir
n = 2 kann man immer eine solche Gitterbasis finden (siche Satz 2.5). Da es
fiir n > 2 i.a. keine solche Gitterbasis gibt, ist in diesem Fall das Ziel, eine
Gitterbasis by, ---,b, zu finden, bei der die Grofle ||b;|| / \i(L) fir i = 1,---,n
moglichst klein ist.
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2.2 Gaufl-Reduktion

Gitter vom Rang 2 wurden bereits von GauB [5] untersucht. Er fiihrte folgenden
Reduktionsbegriff ein:

Definition 2.3 Fine Gitterbasis by, by heifit Gauf-reduziert, wenn gilt:
a) 0<pg; < %;
b) [[b1]| < [[ba]-

Man hat folgende alternative Definition der Gaufl-Reduktion:

Bemerkung 2.4 FEine Gitterbasis by, by ist Gauf$-reduziert
& [oa]] < ool < [[br = bl < [br + b2l

Satz 2.5 [5] Sei by, by eine Gaufs-reduzierte Basis eines Gitters L. Dann gilt:
1b;]] = Ni(L) fir i =1,2.
Fiir Gitter vom Rang 2 ist also die Gaufl-Reduktion die bestmogliche Reduktion.

Algorithmus 2.6 (Gau’sches Reduktionsverfahren)

INPUT Gitterbasis by, by € R™
1 by := by — (#2,1] by
2 IF ppp <0

THEN by := —b,
3 IF ||by[| > (|2l

THEN Vertausche by, by

GOTO 1

OUTPUT Gauf-reduzierte Gitterbasis by, by € R™

Korrektheit: Nach Schritt 1 gilt:

o'l < 3
Durch Schritt 1 wird im Fall |p4{| > 3 ein Basisvektor echt verkleinert, wéihrend
der andere unverdndert bleibt.

Nach Schritt 2 gilt:

0< 5 <

N[

Nach Schritt 3 gilt:

b1 < [12]]-
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Falls in Schritt 3 b; und by nicht ausgetauscht wurden, gilt auch:
0 <5 <3
Somit ist die Ausgabebasis Gaufl-reduziert. O
Dieser Algorithmus ist eine Verallgemeinerung des zentrierten Euklidischen Algo-

rithmus. Da er nach [14] ein Polynomialzeit-Algorithmus ist, kann man fiir Gitter
vom Rang 2 die sukzessiven Minima in polynomialer Zeit berechnen.

2.3 Lingenreduktion

Definition 2.7 FEine Gitterbasis by,---,b, heifit lingenreduziert, wenn fir die
zugehorigen Gram-Schmidt-Koeffizienten gilt:

lwigl <5 fir 1<j<i<n,
Fiir Rang 2 sind Gauf-reduzierte Gitterbasen langenreduziert.
Algorithmus 2.8 (zur Léngenreduktion)
INPUT Gutterbasis by,---,b, € R™
FORi=2,---.n DO
FOR j=i-1,---,1 DO
bi = b; — [pi;] - b
OUTPUT ldngenreduzierte Gitterbasis by,---,b, € R™
Korrektheit: Nach jedem Reduktionsschritt gilt:

neu alt alt

Hig = Mg — Wz‘,jJ cpyg fir I=1,---00 -1

Daraus folgt:
o |uis < 5,

e 4i;; mit [ > j bleiben unveréndert.

Am Ende des Verfahrens gilt somit fiir alle Gram-Schmidt-Koeffizienten:
lpijl <5 fir 1<j<i<n O

Bemerkung 2.9 Bei einer Ldangenreduktion verdndert sich das Orthogonalsy-

stem 131, cee b, nicht.

Da die Gittervektoren wihrend der Reduktion nicht permutiert werden, wird der

Vektor by (= by) nicht verdndert. Da auch die Hohen der Basisvektoren erhalten

bleiben, ist die Langenreduktion ein schwacher Reduktionsbegriff.
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2.4 [3-Reduktion

1982 fithrten Lenstra, Lenstra, Lovész eine neue Reduktion ein, die L3-Reduktion
[8]. AuBerdem entwickelten sie einen zugehorigen Polynomialzeit-Algorithmus.
Dieser ist eine natiirliche Erweiterung des Gauf’schen Reduktionsverfahrens 2.6
auf beliebigen Rang, da er Gaufl-Reduktionsschritte auf zwei aufeinanderfolgen-
den Basisvektoren durchfiihrt.

Definition 2.10 Eine Gitterbasis by,---,b, heifit L3-reduziert (nach Lenstra,
Lenstra und Lovdsz) mit 6 ( <6 < 1), wenn gilt:

a) |l <L fir 1<j<i<n,
b) & ol < Noull? + pd gy - bial? fiir k=2, ,n.

Bemerkung 2.11 a) Je grifler § ist, desto stirker ist die L*-Reduktion.
b) Fiir k = 2 ist Bedingung b) dquivalent zu & - ||by||* < ||b2||?.

Satz 2.12 [8] (Lenstra, Lenstra, Lovdsz) Sei by,---,b, eine Basis eines Git-

ters L, die L*-reduziert mit § (§ < 6 < 1) ist. Dann gilt fiir o = 11
4

bi n_1 .
JZJ) < az firi=1,---,n.

Algorithmus 2.13 (zur L3-Reduktion)

INPUT Gitterbasis by, -, b, € R™, § mit 1 <8 <1
1 k=2 (k ist die Stufe)
Berechne p;; firl <j <i<n, HZA%HQ firi=1,---,n
2 WHILE k <n DO
Léingenreduziere by, und korrigiere pu, ; firj =1,---, k—1
IF 6 - {[bga |l > 11gll? + g s - beal|?
THEN Vertausche by_1, by,
k = max{k—1, 2}
ELSE k=k+1
OUTPUT mit § L3-reduzierte Gitterbasis by, ---,b, € R™
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Korrektheit: Beim Eintritt in Stufe & ist die Gitterbasis by, - - - , by L3-reduziert
mit 0. Am Ende ist £ = n 4+ 1 und damit die gesamte Gitterbasis by,---,b,
L3-reduziert mit 6. O

Kommentare: 1. Nach jedem der k& — 1 Reduktionsschritte b, = b, — [ ] - b;
miissen die p,; mit ¢ < j neu berechnet werden gemés

st = s — T ) -
(siche Korrektheitsbeweis zur Léngenreduktion).
2. Bei einem Austausch by, < by bleiben die b; fiir i # k—1, k unverdndert,
und somit miissen nur die ||bx_1||%, ||bk]|?, pig fiir I = k—1, k; ¢ > [ und gy fiir
l=k—1, k; v <l neu berechnet werden.

Der L3-Algorithmus ist nach [8] ein Polynomialzeit-Algorithmus und approxi-
miert somit die sukzessiven Minima in polynomialer Zeit bis auf einen (im Rang
des Gitters) exponentiellen Faktor.
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Kapitel 3

Ergebnisse von Seysen

In [13] wird ein neuer Reduktionsbegriff fiir Gitterbasen, die 7-Reduktion, ein-
gefiihrt. Dieser Begriff ist iiber die GroBle o(A) definiert, die sowohl von der
Gram-Matrix der Gitterbasis als auch von der Gram-Matrix der dazu dualen
Basis, also der inversen Gram-Matrix, abhingt. Im Gegensatz zur L3-Reduktion
ist die 7-Reduktion aber nicht algorithmisch motiviert, und es ist auch kein ef-
fizienter Algorithmus zur 7-Reduktion bekannt. In Abschnitt 3.1 fassen wir die
Hauptergebnisse Seysens iiber die 7-Reduktion zusammmen. In Abschnitt 3.2
stellen wir eine geometrische Anwendung Seysens vor, die es ermoglicht, zwei
fiir die Gittertheorie wichtige Teilmengen von span(L), die Voronoi-Zelle eines
Gitters und die Basiszelle einer Gitterbasis, zu vergleichen.

3.1 Hauptergebnisse
Definition 3.1 S€Z A= (a&t)lg&tgn < GLn(]R,) und A_l = (a:,t)lgs,tgn-
a) 7,(A) = Z [ a:,t|>
t=1
b) 7(4) := max {7:(4)},
c) o(A):=71(A)-T(A1).
Es gilt:
o(A) = 0,
o(E,) = L

In Satz 3.6 zeigen wir, daf} fiir Gram-Matrizen von Gitterbasen gilt:
o(A) > 1
und daB fiir Gram-Matrizen orthogonaler Gitterbasen gilt:

o(A) = 1.
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Definition 3.2 Sei by,---,b, eine Basis eines Gitters L mit Gram-Matriz A.
by, -+, b, heifst T-reduziert genau dann, wenn o(A) minimal fir alle Gitterbasen
von L ist.

Bemerkung 3.3 In [12] hatte Seysen bereits den Begriff der S-Reduktion ein-
gefiihrt, der sich von der T-Reduktion dadurch unterscheidet, daff o(A) durch die
Grafse

S(A) =) a;;-a;
i=1

ersetzt wird. Viele der folgenden FErgebnisse und Beweistechniken sind von der
S-Reduktion tibertragen worden.

Aus der Diskretheit eines Gitters erhalt man:
Fakt 3.4 Jedes Gitter besitzt eine T-reduzierte Gitterbasis.

Fiir jede Gram-Matrix A gilt:

Aus Satz 1.6b) schliefit man:

Fakt 3.5 FEine Gitterbasis ist genau dann T-reduziert, wenn die dazu duale Basis
T-reduziert ist.

Dafl der Begriff der 7-Reduktion sinnvoll ist, zeigt folgender Satz:

Satz 3.6 Sei by,---,b, eine Gitterbasis mit Gram-Matriz A. Dann gilt:
a) 7(A) =1<% by, -, by, ist orthogonal,
b) T(A™ Y =1% by,---,b, ist orthogonal,
c) T(A), 7(A™1) > 1.

s . . o -1 . .
Beweis: Seien A = (as)1<50<n und A7 = (a;)1<s1<n, und sei b7, ---, by die
duale Gitterbasis zu by, - - -, b,.

zu a) ,="“: Sei 7(A) = 1.

Annahme: by, -- -, b, ist nicht orthogonal.
Dann gibt es 4, j mit 1 < ¢ # 7 <n und <b;, b; > # 0.
Sei €; 1= | <b;,b;> | >0 und € := | <3, 07> | > 0.

Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (1.1) und Satz 1.6a),b) gilt:
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A
=
v

Ti(A) = aii-ai;| + lai; - ajl

= bl 16117 + | <bi,by> |- | <, 65> |
> | <bi,bi>P+eea = 1+e -6 > 1 ;o zut(A) =1
Somit ist by, - - -, b, orthogonal.

,<=“: Sei by, -, b, orthogonal. Dann gilt fiir 1 < s,t < n:

sy = <bs, 0> = 6oy |bs])?

und damit
@ = Gur- o]
Somit gilt:
. .
) = s {3 o ail | = g {3010 o ) = 1

zu b) Wendet man a) auf die duale Gitterbasis an, so ergibt sich:
7(A™') =1 b}, -, b’ ist orthogonal.
Die Behauptung ergibt sich mit der Aquivalenz
by, .-, by, ist orthogonal < bj,---,b; ist orthogonal,

die daraus folgt, dafl die Gram-Matrizen orthogonaler Gitterbasen immer
Diagonalmatrizen sind und das Inverse einer Diagonalmatrix ebenfalls eine
Diagonalmatrix ist.

zuc) Fur s=1,--- n gilt:
T(A) > 7,(A) = [o ] o5)* = 1

T(AT) = (A7)

v

o317 - flbs]* = 1. ©

o(A) ist also immer grofer gleich Eins und gleich Eins genau dann, wenn die Git-
terbasis orthogonal ist, so daf§ orthogonale Gitterbasen immer 7-reduziert sind.
DaB die Grofle o(A) dennoch kein Ma$ fiir die Orthogonalitit einer Gitterbasis
sein kann, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel 3.7 Man betrachte die Gitterbasen

1 -1 1
b1 = —1 5 bQ - 0 5 bg - O
0 1 1
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1 —1 0
by = b =| =1 |, by, = by= 0|, by =bs—b =| 1
0 1 1

desselben Gitters. Die Gram-Matrizen zur ersten Gitterbasis sind:

2 -1 1 | 4 2 =2
A= | -1 2 O,A‘lzi- 2 3 -1
1 0 2 -2 -1 3

Es folgt:

2 -1 —1 - 31 1
A=1-1 2 1 ,A":Z 1 3 -1
-1 1 2 1 -1 3

Es ergibt sich:

oA) =7(A) - 7(A ) =3-25 = 75.

Somit gilt:
o(A) > o(A)
Andererseits erhdlt man:
| <by,by>| = | <b),by>|,
| <bi,bs>| = | <by,by>],

| <by,bs>| < | <by bs>|.
Das folgende Theorem ist das Hauptergebnis der Arbeit [13].

Theorem 3.8 [13] Zu jedem Gitter L gibt es eine Gitterbasis by, - - -, b, mit dua-
ler Gitterbasis by, ---,b%, so daf$ gilt:

Y no

| <biby> || <b5, 05> | =MD fir 1< jk <n.

Wir bendétigen spéter folgendes Korollar, das besagt, dal man in jedem Gitter
Basen mit kleinem o(A) finden kann.
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Korollar 3.9 Zu jedem Gitter L gibt es eine Gitterbasis by, ---,b, mit Gram-
Matriz A, so daf$ gilt:

(A) = Olam?),

Beweis: Sei by,---,b, die Gitterbasis aus Theorem 3.8 und b7,---,b; die zu-
gehorige duale Gitterbasis. Seien A = (as;)1<54<, und A™' = (a%¢)1<sp<n- Dann
gilt nach Theorem 3.8:

n
T(A) = Z | syt - a;t’
t=1

= D | <bs,by> || <b],bf > |

t=1
= O iy g = 1,---,n.

Analog gilt:
(AT = O fiyy s=1,... n.

Nach Definition von 7(A) und 7(A™1) folgt:
T(A),T(AT) = 2,
Aus o(A) = 7(A) - (A7) folgt:

o(A) = LM g

Fiir die Eintrdge einer Transformationsmatrix aus GL,(7), die eine gegebene
Gitterbasis in eine andere gegebene Gitterbasis transformiert, ergeben sich fol-
gende Schranken:

Theorem 3.10 [13] Seien B = [by,---,b,] und B = [by,---,b,] zwei Basisma-
trizen desselben Gitters L, und sei B = B - T fiir ein T € GL,(Z). Seien
A, A = (G44)1<s4<n die entsprechenden Gram-Matrizen, A~ = (a%)1<st<n und
T = (ti,j)lgi,jgn- Dann gllt fir 1 S Z,] S n:

a) t?,j < a;i'ajm

b) [ti;| < 7(A7Y) - 7;(A).
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3.2 Geometrische Bedeutung der 7-Reduktion

Definition 3.11 Sei L ein Gitter mit Basismatrizc B = [by, - -, by].
a) V(L) = {x € span(L) “v’y eL:|z]] < ||$—y||} heifst Voronoi-Zelle von L,

b) C(B) := {fjlx b,

|z;| < % =1, ,n} heifst Basiszelle der Gitterbasis

bla B bn-
V(L) enthalt die Punkte aus span(L), die nicht weiter entfernt vom Nullpunkt
als von jedem anderen Gitterpunkt liegen, und C(B) ist die um —% - 37 b,

verschobene Grundmasche zur Gitterbasis by, ---,b,. Wahrend V(L) nur vom
Gitter L abhéingt, hingt C(B) von der speziellen Gitterbasis by, - -, b, ab. Die
Gemeinsamkeit von Voronoi-Zelle und Basiszelle ist, dafl fiir ein Gitter L mit
Basismatrix B sowohl {y + V(L) |y € L} als auch {y + C(B)|y € L} die Menge
span(L) ganz abdecken. Fiir ein Gitter L mit Basismatrix B = [by,-- -, b,] zeigt
man leicht folgende Aquivalenz:

by, -+, by, ist orthogonal < V(L) = C(B) (3.1)

Mit Hilfe von 7(A) bzw. 7(A™!) kann man folgenden Zusammenhang zwischen
der Basiszelle einer Gitterbasis und der Voronoi-Zelle des entsprechenden Gitters
herstellen:

Theorem 3.12 [13] Sei L ein Gitter mit Basismatriz B und zugehdoriger Gram-
Matriz A. Dann gilt:

C(B)
n-7(A) :

Beispiel 3.13 Zur Veranschaulichung von Theorem 3.12 betrachte man das Git-

ter L = L(by, by) mit
3 1

Die Gram-Matrixz zu dieser Gitterbasis ist:
9 3
=5 h)

det L = VdetA = 12

Mit

folgt:
7(A) = 7(A™') = 1.416 (vgl. Satz 5.5).
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(A7) - C(B)
= 1.416 - C(B)

X X X

o(A) ist somit ein Maf dafiir, wie sehr Voronoi-Zelle und Basiszelle einer Gitter-
basis voneinander abweichen. Nach (3.1) und Satz 3.6 stimmen im Fall 0(A) =1
sogar Voronoi-Zelle und Basiszelle einer Gitterbasis iiberein, und nach Korol-
lar 3.9 gibt es zu jedem Gitter eine Basis, bei der Voronoi-Zelle und Basiszelle
héchstens um den Faktor

n-o(A) = Onn)?) | O((nn)?) _ ,O((Inn)?)

voneinander abweichen.
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Kapitel 4

7-Reduktion fiir beliebigen Rang

In Abschnitt 4.1 zeigen wir, dafl die 7-Reduziertheit einer Gitterbasis nicht von
der Reihenfolge und den Vorzeichen der Basisvektoren abhédngt. Diese Eigen-
schaft, die weder fiir Gauf-reduzierte noch fiir lingenreduzierte noch fiir L3-
reduzierte Gitterbasen gilt, erlaubt es, die Basisvektoren wahrend einer Reduk-
tion beliebig zu permutieren. In Abschnitt 4.2 zeigen wir, dal 7-reduzierte Git-
terbasen die sukzessiven Minima bis auf einen Faktor e©(™*) approximieren.
Abschlieend geben wir in Abschnitt 4.3 (sehr ineffiziente) Algorithmen an, die
eine Gitterbasis 7-reduzieren. Dabei benutzen wir Eigenschaften von Transfor-
mationsmatrizen aus GL,,(Z), die eine gegebene Gitterbasis in eine 7-reduzierte
transformieren. Zusétzlich geben wir eine obere Schranke fiir die Anzahl der not-
wendigen unimodularen Basistransformationen an.

4.1 Elementare Eigenschaften der 7-Reduktion

Fiir eine 7-Reduktion ist wichtig, wie sich die Gréfle o(A) bei den einfachsten
unimodularen Basistransformationen, der Multiplikation eines Basisvektors mit
—1 und dem Vertauschen zweier Basisvektoren, verhélt. Nach folgendem Satz ist
die Grofle o(A) unabhéngig von der Reihenfolge und den Vorzeichen der Basis-
vektoren.

Satz 4.1 Sei by,---,b, eine Gitterbasis mit Gram-Matrix A. Dann wird durch
folgende Basistransformationen die Grifie o(A) nicht verdndert:

a) Multiplikation des i-ten Basisvektors mit —1 fir 1 <i <mn,
b) Vertauschen des i-ten und des j-ten Basisvektors fir 1 <i # j <n.

Beweis: Sei 07, - - -, b} die duale Basis zu by, ---,b,, und seien A = (as¢)1<st<n
-1

und A7 = (a7 ;)1<s t<n-

zu a) Sei B die neue Basismatrix. Dann gilt:

B = [bh te 7bi—17 _biabi—‘rb U 7bn]
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Nach Satz 1.6a) folgt fiir die neue duale Basismatrix:

B*:[b; b* —b:,b:_,_l,"'?bm'

y Yg—1

Fir die neuen Gram-Matrizen A = (aGsy)1<st<n bzw. A~
somit:

b= (@) 1<st<n gilt

|Gst| = |asy| bzw. |ag,| = |ag,| fir 1<s,t<n.

Da in die Grofie o(A) nur die Betriige der Eintriige von A und A™! eingehen,
folgt:

g(A) =oc(A).

zu b) Sei B die neue Basismatrix. Dann gilt:

B = [blu T 7bi717bj7bi+17 o '7bj717biabj+17 e 7bn]

Nach Satz 1.6a) folgt fiir die neue duale Basismatrix:

B = [b?...762‘71719;7[);;1’...7bjil7b;‘7b;+1’...7b;]'
Sei w:{1,---,n} — {1,---,n} die Transposition (i, j), d.h.

i firs=j
w(s):=< 7 firs=i
s sonst

Fiir die neuen Gram-Matrizen A = (Gs+)1<st<n bzw. A~
sich:

b= (@} ) 1<01<n ergibt

st = Qr(s)n(t) DZW. gy = gy fir 1 <s,t<n.

Es folgt:

Ts(A) = Tr(s)(A) bzw. T(A™") = 1 (A7Y) fiir 1 <s<n.
Somit erhélt man:

o(A) = max{r,(A)}  max {7, (A1)}

1<s<n 1<s<n

= max {7,(A)} - max {r,(4A7")}

1<s<n 1<s<n

= 0(121). O

Untersucht man die Grofie 0(A), kann man somit die Basisvektoren beliebig per-
mutieren und z.B. bzgl. der Euklidischen Norm ordnen. Dies stellt einen groflen
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Unterschied zur L3-Reduktion dar, bei der der erste Basisvektor i.a. wesentlich
kiirzer als der letzte ist. Dies legt die Vermutung nahe, daf§ die 7-Reduktion hilf-
reicher ist, wenn man eine Gitterbasis sucht, die aus kurzen Vektoren besteht,
withrend die L3-Reduktion bei der Suche nach einem kiirzesten Gittervektor bes-
ser ist. Zur Berechnung eines kiirzesten Gittervektors kann man die 7-Reduktion
als Vorreduktion der L3-Reduktion benutzen, da sie die Basisvektoren gleichmiflig
reduziert (vgl. Abschnitt 6.4).

4.2 Approximation der sukzessiven Minima

Um den Begriff der 7-Reduktion mit anderen Reduktionsbegriffen vergleichen zu
konnen, untersuchen wir, wie gut die sukzessiven Minima durch eine 7-reduzierte
Gitterbasis approximiert werden.

Einen Zusammenhang zwischen den sukzessiven Minima eines Gitters und des
dazu dualen Gitters stellt folgendes Lemma her.

Lemma 4.2 [6] Sei L ein Gitter und L* das dazu duale Gitter. Dann gilt:
1 S )\1<L) . )\n—‘rl—i(L*) fUT’ 1= 1’ Ceem.

Fiir eine beliebige Gitterbasis und deren duale Gitterbasis ergeben sich folgende
obere und untere Schranken, abhéngig von den sukzessiven Minima des Gitters.

Satz 4.3 Sei L ein Gitter mit Gitterbasis by,---,b, und zugehériger Gram-
Matriz A, und sei L* = L(b,---,b}) das dazu duale Gitter. AufSerdem gelte:
1011 > 1|b:]| fiir j > 4. Sei & := min{7(A),7(A™")}. Dann gilt firi=1,---,n:
a) (L) < [bill,
b) [[bil < &-Xi(L),

1 *
c) m < 1671,
. VE
@ ) < 3

Beweis: In [12] wurde ein &hnliches Resultat fiir die Grofie S(A) gezeigt, dessen
Beweis man hierauf iibertragen kann.

Seien A = (as4)1<si<n und A™" = (a2 ,)1<sp<n- Fiiri =1,---,n gilt:
T(A) > 7(A) > agi-aj| = |bil]? - 071 (4.1)
Analog gilt firi =1,--- n:
(AT > ol - v (4.2)
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zu a) Gilt wegen ||b;]] > ||b;] fiir j > ¢ und nach Definition der sukzessiven
Minima.

zu d) Nach (4.1), (4.2) gilt:

B < Ve w o e

1641 Ai(L)

zu c) Es gilt:

§ § b > e
b’ < < < lb* f -1 ...
ZI?]%{H H } = 7,1/27<7’L{Hb ||2 — ||sz2 = g H zH ur 1 ) , I

Somit ergibt sich:

ggf%g;{llb I} o (L) a2 1

Ve o T e T e

1671l =

fir i=1,---,n.

zu b) Es gilt:

[o:]] < ||\z§|| g) )\i(L)~\/E2 = ¢ N(L) fir i=1,---,n O

Wendet man Satz 4.3 auf die duale Gitterbasis an, so erhélt man obere und untere
Schranken, abhingig von den sukzessiven Minima des dualen Gitters. Da A™! die
Gram-Matrix der dualen Gitterbasis ist, erhélt man diese Schranken, indem man
in den Aussagen a), b), ¢), d) \;(L) durch \;(L*), b; durch b; und b} durch b;
ersetzt.

Fiir die Approximation der sukzessiven Minima einer 7-reduzierten Gitterbasis
gilt:

Korollar 4.4 Sei by,---,b, eine T-reduzierte Basis eines Gitters L, wobei
1b;]] > ||bs]| fiir 7 > i. Dann gilt:

bi .
Jz(g) - Ot f’lL’I" t= 17 RN L
Beweis: Nach Korollar 3.9 gibt es eine Basis by, - - -, b, von L mit Gram-Matrix
A, so daB gilt:
(A) O((Inn)? )

Sei A die Gram-Matrix zu by, - - -, b,. Dann folgt:

bi S4.3b) Vor. _

[:] o(4) < o(d) = W) fiir j=1,...,n. O

NIL) — W=
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Man sieht, dafl 7-reduzierte Gitterbasen eine schéarfere Worst-Case-Schranke fiir
die Approximation der sukzessiven Minima liefern als L3-reduzierte Gitterbasen
(vgl. Satz 2.12):

H L3-reduziert mit § ‘ T-reduziert

n—1

b/ \i(L) ( L )T O((lnn)?)

1
o3

Zur 7-Reduktion sind allerdings bis jetzt keine Polynomialzeit-Algorithmen be-
kannt. Im néchsten Abschnitt stellen wir Algorithmen zur 7-Reduktion vor, deren
Laufzeit exponentiell in der Bitldnge der Eingabe ist.

4.3 Algorithmen zur 7-Reduktion

Um einen Algorithmus zur 7-Reduktion zu erhalten, zeigt man zunéchst, dafl es
zu einem vorgegebenen Gitter nur endlich viele Gitterbasen gibt, deren Grofle
o(A) unter einer festen Schranke x € R, liegt. Dazu wird folgendes Lemma
bendtigt:

Lemma 4.5 Sei A € R™™ Gram-Matriz einer Gitterbasis by,---,b, € R™ und
T € R™™. Dann gilt:

(T7 - A-T) - (A7) > ||T|*

Beweis: Sei B = [b,--+,b,] € R™".
Man braucht folgende Beziechung, die fiir beliebige Matrizen C' = (¢s+)1<s<m,1<t<n
gilt:

t(C"-C) =Y (X)) = llol”.
t=1 s=1
Daraus folgt:
tr(T7-A-T)-tr(A™Y) = ww(B-T)'-B-T) tr((B-AH-B-A™)

= IB-T|*-|B- A7
= (IlAa™)" - BY|- 1B T)?

(1.2)

v

lA= AT
= |I7*. ©
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Satz 4.6 Sei L ein Gitter, und sei x € Ry beliebig. Dann wird jede der drei
folgenden Bedingungen nur von endlich vielen Basismatrizen B von L mit Gram-

Matriz A erfillt:

a) 7(A) <z,
b) (A1) <u,

c) o(A) <z

Beweis: Die Beweisidee stammt wiederum aus [12].

zu c) Folgt mit o(A4) = 7(A) - 7(A7!) aus a) und b).

zu a) bzw. b) Sei by, - - -, b, eine beliebige Gitterbasis von L und B = [by, - - -, b,].
Sei L* = L(b},---,b},) das zu L duale Gitter und A und A™' = (a},)1<s<n die
zugehorigen Gram-Matrizen. Wegen Satz 4.1b) kann man by, ---, b, 0.B.d.A.
so wéhlen, daf3 ||b;|| > ||b;|| fiir j > ¢ gilt.
Sei T € GL,(Z) fest, so daB fiir die Basismatrix B := B-T = [by,- - -, b,] mit
Gram-Matrix A = (G4 4)1<s<n gilt:

7(A) <z bzw. 7(A™") <.

Es folgt:
L4.5
TI? <  t(TT-A-T)-tr(A™h)
- Zas7s'za:5
s=1 s=1 ,
S D3y 124
s=1 s=1
S4.3b),d) _ _ n 1
< Y min {r(A)2%7(A7)?} - A(L)? - Y min {r(A),7(A7)} - WIAE
s=1 s=1 s
: 112 A1—1\2 . -1 . 2 g 1
< min{r(A)? (A7)} - min {r(4),7(A7)} - 3 Aa(L) DI B
s=1 s=1 "
Daraus erhélt man:
An(L)

7| < min{r(A),7(A")} - \/min {r(A), (A=)} n
Mit den Abschéitzungen

M(L) < max {as s},

1<s<n

< L") < *
)\1<L) — An( ) — lrgsag}%{as,s}
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erhalt man:

T < min{T(A) (A1 \/mm{T -} 1r£1a<X{ass} max{ass}
(4.3)

Nach Voraussetzung folgt mit

cA ::n-\/min{T(A), (A7)} - max {ass} - max {aj,} :

1<s<n 1<s<n

IT|| < cq- .

Die Eintriage von T € GL,(Z) konnen somit in a) bzw. b) nur endlich viele
Werte annehmen, d.h. es gibt nur endlich viele Gitterbasen, die a) bzw. b)
erfiilllen. O

Aus Theorem 3.10b) und dem Beweis zu Satz 4.6 ergeben sich Schranken fiir die
Eintriage von Transformationsmatrizen aus GL,(7Z), die eine gegebene Gitterba-
sis in eine T-reduzierte transformieren.

Satz 4.7 Sei L ein Gitter mit Basismatriz B = [by, -+, b,|, zugehdriger Gram-
Matriz A = (asg)i<si<n und A™" = (a%,)1<sp<n. Sei T € GL,(Z), so daf fiir
B := B -T mit Gram-Matriz A gilt:

a(A) < o(A).

Dann folgt:
a) [T < 7(A™) - o(A),
b) [Tl < T < n-\/O(A)-min{T(A),T( ")} - max {ass} - max{al} .

o 1<s<n 1<s<n

Insbesondere gelten a) und b) fiir Matrizen T € GL,(Z), so dafy B := B -T
T-reduziert ist.

Beweis: zu a) Nach Theorem 3.10b) gilt fir 7" = (¢; ;) 1<ij<n :
)

IN

i 4] (A !

IN
\]

IN
/\/i/\
Ds.

,_.
/\/q\/‘\

IA
\]

fir 1 <i,5 <n.
Es folgt:
17| oo

A
A
.
3
=



zu b) Offensichtlich gilt:
1T |oe < IT7]]-

Weiter gilt nach (4.3):

T < min{7(A), (A" min{r(A ~1)} - max {a,,} - max {aZ}.

1<s<n 1<s<n
Mit der Abschéitzung
min {7’(/_1) (A7! } \/7 \/7
erhélt man:

T < n-\/O’(A)-miIl{T(A),T( D} - max{as} - max {a;,}. O

1<s<n 1<s<n

Bemerkung 4.8 Aus Satz 4.7a) bzw. 4.7b) ergeben sich direkt Algorithmen zur
T-Reduktion, indem man jeweils die endlich vielen Transformationsmatrizen, die
die Bedingungen aus Satz 4.7a) bzw. 4.7b) erfiillen, von rechts mit der gegebenen
Gitterbasis multipliziert und somit eine T-reduzierte Gitterbasis erhdlt.

Eine obere Schranke fiir die Schritte, die zu einer 7-reduzierten Gitterbasis fiihren,
ergibt sich aus folgendem Korollar:

Korollar 4.9 Sei L ein Gitter mit Gitterbasis by, - - -, b, und zugehdriger Gram-
Matriz A. Dann findet man nach hochstens

nl AN e e ol Al e
Cagora ) ™ (Cara™) )
unimodularen Basistransformationen eine T-reduzierte Gitterbasis (fir ganzzah-
lige Gitter kann man det A durch 1 abschitzen).

Beweis: Seien B = [by,--+,b,], A = (as4)1<s4<n und A7t = (a})1<st<n- Dann
gilt:
7(4) = max { S lace-ai I} < 0 Ao 147 (4.4
- = t=1

Analog gilt:

T(A™) < n Al 1A oo (4.5)
Nach (1.3) gilt:
det A,
-1 _ ((_1\s5+t . t,s
AT = <( 1) det A )1gs,t§n'
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Da det Atl’s nach Definition der Determinante aus (n — 1)! Summanden besteht,

die jeweils aus n — 1 Faktoren a,,; bestehen, folgt:

(n—1!- AR
det A

A o < (4.6)

Fiir eine Matrix T € GL,(Z), so dal B := B -T rt-reduziert ist, gilt nach Satz
4.7a) bzw. b):

1Tl < (A7) o(A)

bzw.

1T < n- \/O‘(A) -min{7(A),7(A™")} - max{a,} - max{a; }.

1<s<n 1<s<n

Nach (4.4), (4.5), (4.6) folgt:

B LAY
< ‘ . 1 3 < (noo>
ITllee < (n-[lAlloe - A7 0)” < (o2

bzw.

: i ol Al
Tl < -2-A2-A12<2-<°°).
[T]lw < m-m2-[[AlS-[AT]5 < n det A

Da T n? Eintrige hat, folgt die Behauptung. O
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Kapitel 5

7-Reduktion fiir Rang 2

Gitter vom Rang 2 sind ein wichtiger Spezialfall der Gittertheorie, da die Gauf3-
Reduktion und die L?-Reduktion zusammenfallen. Das Hauptergebnis aus 5.1
besagt, dafl in diesem wichtigen Spezialfall auch die 7-Reduktion mit zwei Reduk-
tionsbegriffen identisch ist, ndmlich der Gaufl-Reduktion und der 7»-Reduktion.
Dabei ist die 1,-Reduktion eine algorithmisch motivierte Verallgemeinerung der
7-Reduktion, die die Grofie o(A) verkleinert, aber nicht unbedingt minimiert.
Wir zeigen in Abschnitt 5.2, dal fiir Rang 2 der 7-Reduktionsbegriftf einfacher
wird. Mit Hilfe dieser Vereinfachung beweisen wir in den Abschnitten 5.3 und 5.4
das Hauptergebnis.

5.1 Hauptergebnis

Definition 5.1 Sei by,---,b, eine Gitterbasis mit Gram-Matriz A. by,---,b,
heifst mo-reduziert genau dann, wenn durch keine Basistransformation der Form
bj:=b;+k-b mitl<i#j<mnundkeZ die Grifle o(A) erniedrigt wird.

Wir zeigen:

Satz 5.2 Fiir Gitter vom Rang 2 qult:
a) Die T-Reduktion entspricht bis auf Reihenfolge und Vorzeichen der Basisvek-
toren der Gauf$-Reduktion,
b) Die 7-Reduktion entspricht der To-Reduktion.

Beide Aussagen des Satzes 5.2 sind nicht auf Rang 3 verallgemeinerbar:

Beispiel 5.3 Daff Aussage a) fir Rang 3 nicht mehr gilt, wenn die Gaufs-

Reduktion durch die L3-Reduktion mit § = 1 ersetzt wird, sieht man an den
Gitterbasen
1 -1 1
b1 = —1 5 bg — 0 5 bg — 0
0 1 1

33



1 —1 0
by =b =| =1, by, = by= 0|, by =bs—b =| 1
0 1 1

desselben Gitters (vgl. Beispiel 3.7). Man zeigt leicht, daf die erste Gitterbasis
L3-reduziert mit § = 1 ist, wobei o(A) = 14. Fiir die zweite Gitterbasis gilt:
o(A") = 7.5. Somit ist die erste Gitterbasis L>-reduziert mit § = 1, aber nicht
T-reduziert.

Beispiel 5.4 Um Aussage b) fir n = 3 zu widerlegen, betrachte man die Gitter-

basen
1 0 2
bl - —1 5 b2 - 1 5 b3 - ]_
0 —1 0
1 0 1
by = b =| =1 |, by, = by = 1|, by =bg—by—by = |1
0 —1 1

desselben Gitters. Die Gram-Matrizen zur ersten Gitterbasis sind:

2 —1 1 ) 9 6 -3
A= -1 21,A‘1:§- 6 9 —3|.
1 15 -3 -3 3

Es folgt:

Die Gram-Matrizen zur zweiten Gitterbasis sind:

2 -1 0 o
A= -1 20,A/’:§-
0 0 3

Man erhalt:
r—1

o(A) = 7(A)-7(A7) = 2.2 = 4

Mit Algorithmus 6.3 zeigt man, daf$ die erste Gitterbasis To-reduziert ist. Wegen
o(A") < o(A) ist sie aber nicht T-reduziert.

In Abschnitt 6.2 wird ein Algorithmus vorgestellt, der eine m-Reduktion und
damit fiir n = 2 eine 7-Reduktion effizient durchfiihrt.
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5.2 Vereinfachung des Reduktionsbegriffes

Im Fall n = 2 ergeben sich einfache Schreibweisen fiir die Gram-Matrix einer Git-
terbasis und die inverse Gram-Matrix. Daraus ergeben sich auch einfache Schreib-
weisen fiir die Groflen 7(A) und 7(A™1). Der néchste Satz zeigt, dafl dann 7(A)
und 7(A™!) sogar gleich sind.

Satz 5.5 Sei L ein Gitter mit Gitterbasis by, by und zugehiriger Gram-Matriz
A = (ast)1<st<2. Dann gilt:

1

T(A) =7(A™) = Qe L

(a1 - agg + lag:| - max {ay 1,a22}).

Beweis: Sei A™! = (a};)1<st<2. Dann gilt:

Al — Q22  —G271 ] 1
- 2
—G21 a1 Q11 Q22 — Cl271

S1.4 Q22  —G271 1
—a1 Q1] det® L

Es folgt:
7(A) = max{|ays-ai,|+ a1z a3, lazs - al |+ Jazz - a3}
— max{a 612’2‘+a .& a am‘+a .al’l‘}
M det? L e L1 det? L T TP det?L
1
= ——5— - (a11" 092+ |G -max 1ai1,a .
o2 L (a1 - ass + |az] {a11,a22})
Analog folgt:
1
T(A_l) = m . (al,l . CLQ’Q + |a2,1| - 1max {CL1’17 a2’2} ) O

Der Begriff der 7-Reduktion vereinfacht sich fiir n = 2:

Korollar 5.6 Sei L ein Gitter mit Gitterbasis by, by und zugehériger Gram-
Matriz A. Dann ist by, by genau dann T-reduziert, wenn 7(A) minimal fir alle
Gitterbasen von L ist.

Beweis: Folgt aus der Definition der 7-Reduktion und aus Satz 5.5. O

Wiirde 7(A) = 7(A™!) fiir alle n € IN gelten, dann koénnte man den Begriff der
7-Reduktion statt {iber die GréBe o(A) auch iiber die Grole 7(A) definieren und
den Reduktionsbegriff vereinfachen. Fiir n > 2 ist aber i.a. 7(A) # 7(A™!), wie
man an den beiden Gitterbasen aus Beispiel 3.7 sieht.
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5.3 Beweis von Satz 5.2a)

Folgendes Lemma zeigt, dafl im Fall n = 2 7-reduzierte Gitterbasen ebenso wie
GauB-reduzierte aus Vektoren bestehen, deren Léangen gleich den sukzessiven Mi-
nima des Gitters sind.

Lemma 5.7 Fir ein Gitter L = L(by, bs) ist by, by genau dann T-reduziert, wenn
die Lingen von by, by gleich den sukzessiven Minima A\ (L) und Ao(L) sind.

Mit Satz 4.1 folgt daraus Satz 5.2a).

Beweis: Sei im folgenden pi91(b1, b2) der Gram-Schmidt-Koeffizient py 5, in Ab-
hingigkeit von der Gitterbasis by, by. Nach Satz 4.1b) kénnen wir o.B.d.A.
|b1]] < ||bs]| voraussetzen. Der Beweis basiert auf den 2 Hilfsbehauptungen:

Beh.1: Sei L = L(by, b) = L(dy,dy) ein Gitter mit ||b1|| = ||d1]| und ||bs|| = ||d2]|-
Dann gilt: | pa,1 (b1, b2)| = | pr2,1(d1, d2)|.
Bew.: Folgt aus

d€t2L = ||b1”2 . ||b2”2 — < bl,bQ >2 = ||d1||2 . Hd2H2 — < d17d2 >2 .
Beh.2: Fiir ein Gitter L = L(by, by) ist by, by genau dann 7-reduziert, wenn
1611 - b2 - (1 + max{luz,l(blabﬁh |M2,1(b2;b1)’})

minimal fiir alle Gitterbasen von L ist.

Bew.: Ergibt sich aus g (b1, b2) = Zf—i und fio1(be,b1) = Z;—; mit Satz 5.5 und
Korollar 5.6. 7 ’

=1 Sei by, by T-reduziert. Sei dy,dy eine Gauf-reduzierte Gitterbasis von L.
Wegen |[|by|| < ||b2]| und ||dy]| < ||dz|| folgt aus Beh.2:

101]1* - (1b2]” - (1 + [ o1 (b1, b2)]) < Nldall* - lldall® - (14 | p2,1(di, do)]).
Wegen ||dy| - [z < [|ba]] - [[b2] gilt:
| p2,1 (b1, b2)| < | poa(di,da)| < %

Aus | po1(bi,bo)| < 3 und ||| < ||bo]| folgt, daBl entweder by, by oder by, —by

GauB-reduziert sind. Mit Satz 2.5 erhalt man:
[o1ll = M(L), |ball = || £ 02| = Xa(L).

<"1 Sei by, by mit ||by|| = A\ (L) und ||b2|| = A2(L). Sei dy,dy eine T-reduzierte
Gitterbasis von L mit 0.B.d.A. ||dy|| < ||d2]]. Nach ,,=" gilt:

ldall = A (L) = [loall, [[dall = A2(L) = [|b2].
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Aus Beh.1 ergibt sich:

| 2,1 (b1, 02)| = | p2i(di, da2)|, | p2,i(ba, br)| = | p2i(da, di)l.
Wegen Beh.2 ist by, by 7-reduziert. O

5.4 Beweis von Satz 5.2b)

Offensichtlich sind 7-reduzierte Gitterbasen m-reduziert. Wir zeigen, dafl im Fall
n = 2 auch die Umkehrung gilt. Daraus folgt Satz 5.2b).

Lemma 5.8 Sei by, by eine my-reduzierte Gitterbasis. Dann ist by, by T-reduziert.

Beweis: Sei A = (a4)1<s <2 die Gram-Matrix zu by, by, und fiir k € Z sei A(k) =
(ast(k))1<st<2 die Gram-Matrix zu by, by + k - by. Dann gilt:

A(k) = < k- a:?i— az,1 k- a1,f+a21"1; 2227,11 + ag >
Die Funktionen
fi(k) ==k -a11+ agq]
und
fo(k) ==K a11+2-k-ay; + agy

haben die gleiche ganzzahlige Minimalstelle [—22 | Nach Satz 5.5 und Korollar

5.6 wird o(A(k)) genau dann minimal, wenn die Groe

a1,1(k) - Gz2(k) + |az,1 (k)| - max{a,1(k), a22(k)}

minimal wird, also genau dann, wenn f;(k) und fy(k) ihre gemeinsame ganzzah-
lige Minimalstelle [—%J annehmen. Da by, by To-reduziert ist, folgt:

1 ag.1 < bl, bQ >

1

< -2 2027 o

2 = 6L171 ||b1||2 - 2
Es ergibt sich somit:

—5 < pga(by,by) < 4

Da auch by, by mo-reduziert ist, ergibt sich analog:

—3 < poa(ba,by) < 1L

1. Fall: [|by]] < [|be]l-

Wegen —% < g 1(by,be) < % sind by, by oder by, —by GauB-reduziert.
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2. Fall: “bIH > Hbg”
Wegen —% < pg1(be,b1) < % sind by, by oder by, —b; GauB-reduziert.

Nach Satz 2.5 sind die Léngen von by, by gleich den sukzessiven Minima A;(L)
und A\y(L) von L = L(by,bs). Nach Lemma 5.7 ist by, by 7-reduziert. O
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Kapitel 6

Praktische m-Reduktion

Da fiir die 7-Reduktion keine effizienten Algorithmen bekannt sind, versucht man,
zumindest fiir die 7-Reduktion solche Algorithmen zu finden. Um fiir eine Gitter-
basis by, - - -, b, mit Gram-Matrix A einen Schritt der 7-Reduktion b; := b; +k-b;
durchzufiihren, muff man & so withlen, da$ fiir die neue Gram-Matrix A(k) gilt:
o(A(k)) < o(A). In Abschnitt 6.1 wird zu gegebenen A, i, j ein Intervall konstru-
iert, in dem alle £ mit dieser Eigenschaft liegen. Daraus ergibt sich ein Algorith-
mus zur m»-Reduktion, indem man in dem Intervall aus Abschnitt 6.1 nacheinan-
der fir alle 1 <14 # j < n ein k sucht, das die Groe o(A) verkleinert, und jeweils
die Gitterbasis durch b; := b;+k-b; reduziert. Dies geschieht solange, bis die Gréfie
o(A) durch solche Schritte nicht mehr verkleinerbar ist. Dieser Algorithmus wird
in Abschnitt 6.2 vorgestellt. In Abschnitt 6.3 wird gezeigt, wie die Laufzeit dieses
Algorithmus’ verringert werden kann. In Abschnitt 6.4 testen wir am Beispiel
eines Rucksackgitters, ob wir duch den neuen Algorithmus eine Verbesserung bei
der Suche nach kurzen Gittervektoren gegeniiber dem L3-Algorithmus erhalten.

6.1 Grundlagen zur m-Reduktion

Sei A(k) die Gram-Matrix, die aus der Gram-Matrix A durch die Basistransfor-
mation b; 1= b; + k - b; e_:ntsteht. Fir einen Schritt der m-Reduktion sucht man
zu gegebenen A, i, j ein k € ZZ mit:

o(A(R)) < o(A).

Insbesondere gilt diese Gleichung fiir eine ganzzahlige Minimalstelle k von
o(A(k)). Dabei gilt trivialerweise:

Ziel ist es, ein moglichst kleines Intervall zu finden, in dem alle k mit der gefor-
derten Eigenschaft liegen. Eine Moglichkeit wére, die Schranken aus Satz 4.7 zu
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benutzen. Diese liefern aber sehr grofie Intervalle und sind deshalb fiir einen effi-
zienten Algorithmus ungeeignet. Es wird ein anderer Ansatz vorgestellt, kurze In-
tervalle zu erhalten. Dieser benutzt die Eintriige der Matrizen A(k) und (A(k)) ™!,
in denen k vorkommt. Fiir die neue Gram-Matrix A(k) = (@s(k))1<ss<n nach
der Basistransformation b; := b; + k - b; ergibt sich:

k2-ai7i+2-k-ai7j+aj7j flll“ (S,t) = (],j),

_ B k-ai+ajy fir (s,t) = (1,4) oder
el = (5. = Gymie 147 (Y
Qs t sonst

Da die Gitterbasen by, - -, bj_1,b; + k- by, bjp1, - - by und b, -+, b2y, b — k- b,

b*

y Yi—10 Y

i1, b, zueinander dual sind, entspricht die Basistransformation b; := b;+k-b;

der Basistransformation b; := 0] — k - b der dualen Basis. Somit ergibt sich fiir

A(k)™t = (at,(k))1<si<n :

k?-ak;, —2-k-af; +a;,; fir(s,t)
(s,t

(i,2),
s,t) = (I,4) oder

- _ ai, —k-aj, fiir
s () (s.6) = (i) mit 1 £i (02
agy sonst
Aus o(A(k)) < o(A) ergibt sich:
T7(A(k)) < 7(A) vV 7(A(k)™") < 7(A7H).
1.Fall: 7(A(k)) < 7(A)
Es folgt:
n(A(k)) < 7(A) fir 1#35, a;; #0
und damit:
S lag®) - @, () < 7(A) fir 1], a £0 (6.3
Ebenso folgt:
7i(A(k)) < 7(A)
und damit:
> lasaB)] a5, (F) < (4) (6.4



Sei di(l) :==7(A) — Z | - ay, fir 1=1,--,n.
p=1

PFL]
Dann erhilt man folgende Bedingungen fiir & :

a) Aus (6.3) folgt:

Y la (k)] -a; (k) < 7(A) fiir 145, a; #0.
bt

Mit (6.1) und (6.2) ergibt sich:

Z | -a;,p + \/5 a;; + ajl -a;j < 7(A) fur l#7j, a;; #0.
p=1
DpFiLj

Durch Auflésen nach k erhilt man:

min { idl(l) — aj’j} < k < max { idl(l) — Mg aj,j}

*
i - Qg

fir l#j, a; #0 (6.5)

b) Aus (6.3) folgt:

NE

arp (k)] - @y, (k) < 7(A) fiir 1], ay; #0.
phi

Mit (6.1) und (6.2) ergibt sich:

D lagl - an, + lag| - (k% al;,—2-k-a;+a;;) < 7(A) fir [#j, a; #0.
p=1
DPFi,j

Durch Auflésen nach k erhilt man:

* * * 2 * * * 2
a; ; di(1) Q5 a; ; - a; ; di(1) Q5 Qi j
o N\lay| o, o * a; sks a; * la| o, a * a;

J,J Ly JsJ JJ 5,J J,J Ly JJ JJ J,J

fir l#j, a;; #0 (6.6)

c) Aus (6.4) folgt:
@u(R)] - agy(k) < 7(A) fir 174, a; #0.
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Mit (6.1) und (6.2) ergibt sich:
|k - a;; + ajl af; < T(A) fir [ #4,5, ai; #0.

Durch Auflésen nach k erhilt man:

+7(A) —a;;-a) _ +7(A) —a;;-a)
min{ (A) *,J z,z} < k< max{ (A) *J l,l}
g - Qg api - Qg

fiir 17&7’7]7 a’l,i%o

d) Aus (6.4) folgt:

Mit (6.1) und (6.2) ergibt sich:
(%2 © Qg —+ 2 - l;‘ © A + Clj,j) . &;7]- S T(A)

Durch Auflésen nach k erhilt man:

*

Qi Qij - Q5 Qg Qi

2.Fall: 7(A(k)™") < 7(A7Y)
Sei dy(1) :==T(A™") = 3 |af,| - ap, fir I=1,---,n.

p=1
PFi,J

Dann ergeben sich analog zu Fall 1 folgende Bedingungen fiir k :

:I':dQ(l) + Cl;ii . a,-,i} = {:l:dg(l) + aZ‘ﬂ- . am‘}

E3
pj - Qi

a) min {

2
_%_J m(4) _%+<%> <,;<_%+J A g,

fiir 144, af, #0
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—1 * _ —1 *
C) mln{:l:T(A )—i—au Cll’l} <k < maX{:l:T(A )—l—am au}

* *
RN Ay -l
fir [ #14,5, a;; #0 (6.11)
a* - (A al at\ 2 _ a* - (A al at -\ 2
Vo Nawa, @, \ay) <P a, N, o'\,
]7] 2,2 ]7] ]’] ]7] .77] 2,2 .77.7 ]7] ]7]
(6.12)

Aus den beiden Féllen ergibt sich:

Satz 6.1 Sei by,---,b, eine Gitterbasis mit Gram-Matriv A = (ast)i<si<n
und AT = (a%)1<su<n. Seien i,j fest mit 1 <i#j<n und k € Z mit
o(A(k)) < o(A). Dann erfillt k die Bedingungen (6.5), (6.6), (6.7), (6.8) oder
die Bedingungen (6.9), (6.10), (6.11), (6.12). Insbesondere gilt dies fir eine ganz-

zahlige Minimalstelle k von o(A(k)).

Bemerkung 6.2 Satz 6.1 liefert fiir eine ganzzahlige Minimalstelle k wvon
o(A(k)) Zahlen a,b € 7Z mit 0,k € [a,b].

6.2 Algorithmus zur -Reduktion

Im nachfolgenden Algorithmus zur 7»-Reduktion werden sukzessive 1o-Reduk-
tionsschritte durchgefiihrt, bis die Grofle o(A) durch solche Schritte nicht mehr
verkleinerbar ist. Fiir feste A, ¢, j suchen wir £, so dal nach dem Reduktionsschritt

bj = bj + k - b; die neue Grofie o(A(k)) minimal ist. Das gesuchte k ist in dem
Intervall, das man aus Satz 6.1 erhalt.
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Algorithmus 6.3 (zur m-Reduktion)

INPUT Gitterbasis by,---,b, € R™
1 Berechne A = [by,- -+, b, - [by,,by], A und o = o(A)
2 FORi—=1,---,n DO
FOR j=1,---,n, j #i DO
a) Berechne die Intervallgrenzen l,r (A,i,j) aus Satz 6.1
b) FOR k=1,---,r, k #0 DO
Berechne A(k), (A(k))™ und o(A(k))
IF (o(A(k)) < o)
THEN b; = b; + k - b

OUTPUT 7y-reduzierte Gitterbasis by,---,b, € R™

Korrektheit: Algorithmus 6.3 gibt eine 7y-reduzierte Basis aus, da nach Satz
6.1 fiir alle n?> — n Paare (i,7) mit ¢ # j und fiir alle k¥ € Z durch den Reduk-
tionsschritt b; = b; + k - b; keine Verbesserung gefunden wird.

Er endet nach endlich vielen Schritten, da nach n? — n Durchliufen der Schritte
2a),b) eine Verbesserung gefunden wird oder der Algorithmus stoppt. Nach Satz
4.6¢) gibt es ndmlich nur endlich viele Gitterbasen mit Gram-Matrix A, fiir die
gilt: o(A) < o(A%).

O

Die Anzahl der Schritte in 2a),b), die der Algorithmus héchstens durchlduft, kann
durch

o =) (o= it (MG

abgeschiitzt werden. Diese Schranke ergibt sich, da nach n? — n Durchliufen der
Schritte 2a),b) eine Verbesserung gefunden wird oder der Algorithmus stoppt und
da wegen Korollar 4.9 nach hoéchstens

'AQO n? . 1,2 !-AZOTLQ
(A i (b (L

unimodularen Basistransformationen eine 7-reduzierte und damit auch m-redu-
zierte Gitterbasis vorliegt.
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6.3 Beschleunigung des Algorithmus’

1. Man kann die arithmetischen Operationen, die nicht die Gitterbasis by, ---, b,
und die Gram-Matrizen A und A~! betreffen, statt in exakter Arithmetik in
Gleitpunkt-Arithmetik durchfiihren, da in diesem Fall Rechenfehler das Gitter
nicht verdndern kénnen.

2. In Algorithmus 6.3 wird in Schritt 2b) fir jeden Punkt im Intervall neu das
entsprechende o(A(k)) berechnet und mit o verglichen. Dazu sind jeweils n Be-
rechnungen von 7,(A(k)) und 7,(A(k)~!) notwendig. Nur bei o(A(k)) < o wird
der Wert von o(A(k)) im weiteren gebraucht. Somit ist es effektiver, die 7,(A(k))
bzw. 7,(A(k)~1) Schritt fiir Schritt zu berechnen, den Zwischenwert von o(A(k))
jeweils zu aktualisieren und, sobald dieser Wert grofler gleich dem bisherigen o

ist, in der FOR-Schleife in Schritt 2b) weiterzugehen.

3. Nachteilig an Algorithmus 6.3 ist noch, dafl in Schritt 2b) k ein evtl. grofes
Intervall ganz durchlaufen mufl. Dies kann man in der Praxis mit folgender Hy-
pothese verbessern, fiir die wir keinen Beweis gefunden haben.

Hypothese 6.4 Sei by,---,b, eine Gitterbasis mit Gram-Matriz A. Seien 1,j
fest mit 1 <i# j <mn. Dann gibt es ein ky € Z, so daff a(A(k)) fir k < ko
streng monoton fallend und fir k > ko streng monoton steigend ist.

Mit Hypothese 6.4 ergibt sich, dafl im Fall o(A(—1)) > o(A(0)) = o(A) <
o(A(1)) der Reduktionsschritt b; = b; + k - b; fiir alle k € Z keine Verbesserung
bringt und ansonsten entweder £k = —1 oder k = 1 eine Verbesserung bringen.
Man muf in der FOR-Schleife von Schritt 2b) also nur k£ = —1 und k£ = 1
untersuchen. Um auch ohne Hypothese 6.4 sicherzustellen, dafl die Reduktion
abgeschlossen ist, verifiziert man am Ende mit dem urspriinglichen Algorithmus,

daf die ausgegebene Gitterbasis tatséichlich m-reduziert ist.

6.4 Anwendung auf Rucksackprobleme
Ein Rucksackproblem oder Subset-Sum-Problem ist folgendes Problem:
e Gegeben: n,s € N,ay,---,a, € N.

e Finde z; € {0,1} mit 3" ; a;z; = s oder zeige, dal keine solche Losung
existiert.

Dabei heifit n die Dimension des Rucksackproblems, die maximale Bitlange b
von ay, - --,a, die Bitlinge des Rucksackproblems und d := n/b die Dichte des
Rucksackproblems.

Ein Rucksackproblem kann man auf das “kiirzeste Gittervektorproblem* zuriick-
fithren. So wurde mit Hilfe einer Gitterbasis, die nur vom Rucksackproblem
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(n,ay,---,a,,s) abhingt, in [7] gezeigt, daB fiir ein zufilliges, l6sbares Ruck-
sackproblem mit Dichte d < 0.6463 die Wahrscheinlichkeit, dal ein kiirzester
Gittervektor nicht zu einer Losung des Rucksackproblems fiihrt, fiir grole n ge-
gen Null geht. In [4] konnte durch Verwendung einer anderen Gitterbasis die
obere Schranke der Dichte auf 0.9408 erhoht werden.

Wir betrachten Rucksackprobleme mit der zusétzlichen Einschréankung >% ; z;
= ¢ fiir festes ¢ € IN mit 1 < ¢ < n. Diese Rucksackprobleme lassen sich mit
folgender Gitterbasis losen:

b1 1 ¢ -+ g n’s n’q
ba 0 n 0 n’a; n?
brg1 0 0 n na, n’
Ein Gittervektor (2o, 21, -, Znya) € Z"*? liefert eine Losung des Rucksackpro-

blems, falls

_{zgq (n = g)-mal firj=1,---,n.

Zn+l = Zn42 = 07 zj = Zo(q . TL) q—mal

Viele Reduktionsalgorithmen, wie z.B. die L?>-Reduktion, sind schon ausgiebig an
Rucksackgittern getestet worden ([4], [7]). Die folgenden Untersuchungen dienten
dazu, exemplarisch an diesem Rucksackgitter zu untersuchen, inwieweit die 7o-
Reduktion in der Lage ist, kurze Gittervektoren zu finden, und ob wir durch den
Algorithmus 6.3 zur 7-Reduktion gegeniiber dem L3-Algorithmus einen Fort-
schritt erreichen. Dazu haben wir diesen Algorithmus in der Programmierspra-
che C implementiert und einen Algorithmus zur L3-Reduktion mit § = 0.99
benutzt. Die Untersuchungen wurden auf HP-Workstations “Apollo 9000 der
Serie 780/C160 durchgefiihrt. Diese haben eine theoretisch erreichbare Anzahl
der Floating-Point-Operationen (MFLOPs) von 140 Millionen pro Sekunde. Fiir
die Berechnungen in exakter Arithmetik wurde die in der Arbeitsgruppe Mathe-
matische Informatik der Universitit Frankfurt entwickelte Programmbibliothek
LARIFARI verwendet.

Es wurden jeweils 10 verschiedene zufillige, losbare Rucksackprobleme mit
q = n/2 betrachtet. Dann wurde untersucht, wieviele Probleme durch den L3-
Algorithmus und wieviele durch einen Algorithmus, bestehend aus m»-Reduktion
und anschlieflender L3-Reduktion, gelost werden. Auflerdem wurden die Lauf-
zeiten der beiden Algorithmen verglichen. Die Dimension n und Bitlinge b des
Rucksackproblems durchliefen folgende Werte:

on =42 : b= 24,28 32, 36,40, 44, 48, 52, 56, 60,

on =50:b=26,30,34,38,42, 46, 50, 54, 58, 62, 66, 70,

on =58:b=29,35 41,47,53,58,63,69,75,81,87,93,

on =066:b=18,26,34,42, 50,58, 66,72, 80,88, 96, 104, 112.
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Es wird jeweils die Anzahl [ der gelosten Probleme von 10 Problemen und die
Durchschnittslaufzeit ¢ in “Stunden : Minuten : Sekunden®“ angegeben.

n=50 || ! |mn+L?
l 6 9
n=42 | [} | mn+I? b=26 5 1700:00:00 | 00:24:31
l 6 10 l 2 9
b=24 t || 00:00:00 | 00:09:49 b=30 t || 00:00:01 | 00:25:03
l 4 9 l 1 3
b =28 H00:00:00 | 00:11:25 b=34 H00:00:01 | 00:28:31
l 2 9 l 0 2
b =32 FT00:00:00 | 00:11:58 b =38 L 00:00:01 | 00:31:35
l 1 0 l 0 0
b =36 1 00:00:01 | 00:13:04 b =42 T 00:00:01 | 00:31:44
l 1 1 l 0 0
b =40 1 00:00:01 | 00:14:52 b =46 T 00:00:01 | 00:33:33
l 2 4 l 0 0
b =44 1 00:00:01 | 00:14:22 b =50 T 00:00:01 | 00:35:51
l 4 6 l 0 1
b =48 5 00:00:01 | 00:14:16 b =54 T 00:00:01 | 00:33:00
l 8 5 l 0 0
b =52 H700:00:01 | 00:15:10 b =58 H00:00:02 | 00:38:29
l 6 10 l 1 1
b =56 H00:00:01 | 00:15:25 b =062 F100:00:02 | 00:39:44
l 10 10 l 5 1
b =60 F00:00:01 | 00:17-11 b=66 =700:00:02 | 00:40:07
Durch- | [ 4.4 6.4 b= 70 [ 8 7
schnitt | t | 00:00:01 | 00:13:45 t || 00:00:02 | 00:38:27
Durch- | I 1.9 2.8
schnitt | t || 00:00:01 | 00:33:23
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n = 66 H I3 T+ L3

n=5 | L} |mn+L? I 10 9
l 6 7 b =18 H00:00:00 | 01:28:28
b =29 N700:00:01 | 00:44:34 l 6 7
l 1 2 b =26 00:00:01 | 01:11:36
b= 35 700:00:01 | 01:12:47 l 2 2
l 0 0 b=34 HT00:00:01 | 01:37:23
b =4 HT00:00:01 | 00:58:06 l 0 0
l 0 0 b =42 F00:00:01 | 0145:14
b =47 T 00:00:01 | 01.:03:44 l 0 0
l 0 0 b =50 T 00:00:02 | 01:43:39
b =53 5 00:00:02 | 01:12:08 l 0 0
l 0 0 b =58 1 00:00:02 | 01:59:15
b =58 1 00:00:02 | 01:14:07 l 0 0
l 0 0 b =66 100:00:03 | 02:00:01
b =03 51 00:00:02 | 01:15:27 l 0 0
l 1 0 b =72 T 00:00:03 | 02:30:12
b =69 1 00:00:03 | 01:12:21 l 0 0
l 0 0 b =80 T 00:00:04 | 02:37:41
b= 15 00:00:03 | 01:23:56 l 0 2
l 3 4 b =8 T 00:00:05 | 02:38:20
b =81 H00:00:03 | 01:22:40 l 0 0
l 2 2 b =96 00:00:05 | 03:06:31
b =87 H T 00:00:04 | 01:31:08 l 0 0
l 3 5 b= 104 T 00:00:06 | 03:29:13
b =93 H00:00:04 | 01:39:25 l 3 1
Durch- 1111 13 1.7 b= 12 H00:00:07 | 02:29:02
schnitt | t || 00:00:02 | 01:14:12 Durch- | I 1.6 1.6
schnitt | t || 00:00:03 | 02:12:03
Ergebnisse

Man erkennt, dafl bei grofler Dichte und bei kleiner Dimension durch den neu-
en Algorithmus wesentlich mehr Rucksackprobleme gelost werden als durch den
L3-Algorithmus. Bei kleiner Dichte und bei groBer Dimension werden etwa gleich
viele Rucksackprobleme gelost. Die Verbesserung geht aber auf Kosten einer viel-
fach hoheren Laufzeit.
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Kapitel 7

Faktorisierung ganzer Zahlen

Eine andere Anwendung der Gitterreduktion ist die Faktorisierung ganzer Zah-
len. Es gibt drei Ansétze, mit Hilfe von Gitterbasenreduktion ganze Zahlen zu
faktorisieren, und zwar von Schnorr [11], Adleman [1] und Ajtai [2]. In Abschnitt
7.1 beschreiben wir die Bedeutung der Faktorisierung grofler ganzer Zahlen und
welche gemeinsame Idee den obigen Faktorisierungsansétzen zugrundeliegt. In
Abschnitt 7.2 stellen wir Schnorrs Gitterbasis und in Abschnitt 7.3 Adlemans
Gitterbasis vor und erldutern kurz ihre Funktion. Unser Hauptaugenmerk gilt
aber dem neuen Ansatz Ajtais, der in den Abschnitten 7.4 und 7.5 ausfiihrlich
beschrieben wird.

7.1 Einleitung

Die Sicherheit vieler Public-Key-Kryptosysteme basiert auf der Annahme, dafl
es nicht effizient moglich ist, grofle ganze Zahlen in Primfaktoren zu zerlegen.
Der derzeit schnellste Faktorisierungsalgorithmus ist das Number Field Sieve [9],
das zur Faktorisierung einer Zahl N asymptotisch O(e(1-92+o(1)(InN)!/?(Inin N)2/%y
arithmetische Operationen benétigt. Der erste Ansatz, grofle Zahlen mit Hilfe
von Gitterbasenreduktion zu faktorisieren, stammt von Schnorr [11]. Er fiihrt
ein Gitter L und einen Vektor b ein und reduziert das Faktorisierungsproblem
auf das Finden eines néchsten Gittervektors zu b in der Eins-Norm. Adleman
[1] benutzt ein modifiziertes Gitter und reduziert das Faktorisierungsproblem auf
das Finden eines kiirzesten Gittervektors in der Euklidischen Norm, benétigt
dazu aber zahlentheoretische Annahmen. Ajtai [2] erweitert Adlemans Gittter,
so daB er ohne diese Annahmen auskommt. Allen drei Reduktionen ist folgende
Idee gemeinsam:

Sei N eine hinreichend grofle ganze Zahl, die faktorisiert werden soll. Seien pg :=
—1 und pq,-- -, p; die ersten ¢ Primzahlen, wobei ¢ polynomial in In N sei. Man
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konstruiert mit Hilfe von Gitterbasenreduktion Kongruenzen der Form:

[1p" = [Ip" (mod N) (7.1)

=0

Hat man t + 2 verschiedene solche Kongruenzen, dann liefert lineare Algebra
iiber Zs, eine Kongruenz dieser Form mit «;, 3; gerade fiir alle 2. Somit liegt eine
Kongruenz

2* = 3* (mod N)

vor. Fiir zuféllige x,y mod N, die diese Kongruenz erfiillen, gilt mit Wahrschein-
lichkeit mindestens % :
r # £y (mod N).

In diesem Fall sind (z +y, N) und (z — y, N) nicht-triviale Teiler von N.

Fiir die folgenden Reduktionen benotigen wir den Glattheitsbegriff natiirlicher
Zahlen:

Definition 7.1 Eine natirliche Zahl n heifst B-glatt, wenn fiir alle Primteiler p
vonn qilt: p < B.
7.2 Schnorrs Reduktion

Seien a, ¢ €@ mit a,¢ > 1 und p; = (In N)* < N. Schnorr [11] betrachtet das
Gitter L(vy, -+, v;) mit:

U Inp; -+ 0 N¢lnp

Uy 0 -+ Inp; N¢lnp,

und den Vektor
b=(0,---,0,N°In N).
Man definiert fiir einen Gittervektor w = >f_; d;v; :
L b b}
u(w) =[] o, ow):= [] p™
5;10

Schnorr zeigt, daf fiir ¢ > 0 und fiir jeden Gittervektor w aus

|lw—=>l1 < (2¢—1)InN + 20 Inp, (7.2)
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folgt, daf

l (ea
lu(w) — v(w)N| < ppt7HW,

Dann gilt mit groer Wahrscheinlichkeit:

u(w) —v(w)N = £ ] p¥*

=1

fiir geeignete 7; € INp. Somit erhélt man, falls es einen Gittervektor mit (7.2)
gibt, die gewiinschte Kongruenz (7.1).

Schnorr zeigt weiter, daf fiir hinreichend groies N und € := (¢ — 1) — (2¢ — 1)/«
mindestens NT°() viele Gittervektoren (7.2) erfiillen. Dabei benutzt er die Hy-
pothese, dafl fiir hinreichend groflies N und zuféllige natiirliche Zahlen u,v mit
u < N¢und N1/2 < v < N¢! die Ereignisse “u,v sind ps-glatt“ und
“lu — vN| = 1“ fast unabhéngig sind.

7.3 Adlemans Reduktion

Adleman [1] benutzt fiir seine Reduktion der Faktorisierung auf das “kiirzeste
Gittervektorproblem® ein &hnliches Gitter wie Schnorr. Die Inp; werden durch
Vv/In p; ersetzt, da Adleman die Euklidische Norm statt der Eins-Norm betrachtet.
Der letzte Basisvektor ist gleich dem Vektor b von Schnorr, wobei ¢ = 4.

Sei p; die groBte Primzahl kleiner gleich In?(2n'?%). Adleman untersucht das
Gitter L, dessen Basisvektoren vy, ---,v,1 rationale Approximationen der Zei-
lenvektoren folgender Matrix sind:

Vinpy .- 0 N4lnp,

0 - /Inp, N*lnp,
0 0 N4ln N

Wie bei Schnorr definiert man fiir einen Gittervektor w = Y1 6;0; -

t

u(w) = [[ p¥. v(w) =[] ™
i=1
5;>0

Sei w = '] §;v; ein kiirzester Gittervektor mit 0.B.d.A. 6,41 > 0. Adleman
zeigt, dal §,,1 = 1 ist. Da die letzte Komponente klein sein muf}, folgt:




Daraus folgt, dal u(w)N — v(w) so klein ist, dafl es sich tiber py, - - -, p; faktori-
sieren 1af3t:

u(w)N —v(w) = l:IlpZZ

fiir geeignete v; € INg. Somit erhilt man die gewiinschte Kongruenz (7.1).
Adleman benutzt folgende zahlentheoretische Annahmen:
Sei P=NY*+1,...,2NY*und Q = PN — 1. Dann gilt:

e Die Wahrscheinlichkeit, da3 ) quadratfrei und p;-glatt ist, ist genauso grof3
wie bei einer zufilligen Zahl kleiner als 2N%/4.

e Die Wahrscheinlichkeit, dal P quadratfrei und p;-glatt ist, ist unabhéngig
von der Wahrscheinlichkeit, dafi () quadratfrei und p;-glatt ist.

7.4 Ajtais Reduktion

Ajtai [2] erweitert Adlemans Gitter, indem er folgendes Gitter L(vy,- -+, vi12)
benutzt:

U1 Vinpy - 0 0 N'Y1np,
Vg = 0 <o /Inpy 0 N'Y1np,
(T 0 0 0 N'nb
Viyo 0 -+~ 0 N2 NUn(1+Z)

Sei ¢ polynomial in In N und b eine zuféllige natiirliche Zahl, die folgende zwei
Bedingungen erfiillt:

N < b < (2N)1° (7.3)
t

b= [[p (modN) mit o; € {0,1} (7.4)
i=1

Die Reduktion beruht auf der Voraussetzung, dal unter den Zahlen b 4 [N mit
I] < N2 mindestens eine ist, die p,-glatt und quadratfrei ist. Somit hat man:

¢
b+IN=][p;" mit v €{0,-1} (7.5)

=1

Ist die Voraussetzung erfiillt, so ist der Gittervektor w = Zle YiV; + Ve + (Vg0
sehr kurz:
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e Die ersten ¢ Komponenten sind 0 oder —+/In p;.
e Die (¢ + 1)-te Komponente ist klein, da |I| < N'/? ist.

e Wegen (1+ &) ~ 1+ & ist die (t + 2)-te Komponente ungefihr gleich
NYIn (T p) - (1+15)) =0,

Ajtai zeigt genauer, dal unter obiger Voraussetzung gilt:
|w|| < e¢+1nb,

wobei ¢ < 2In2 ist (Satz 7.3d)). Findet man durch Gitterbasenreduktion den
Gittervektor w', so hat man wegen (7.4) und (7.5) eine Kongruenz der Form (7.1).
In Satz 7.6 zeigen wir, daf fiir zuféllige b mit den Bedingungen (7.3) und (7.4)
diese Voraussetzung in der Tat mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1/2 erfiillt ist.

Weiter zeigt Ajtai, daf jeder Gittervektor w ungleich Null mit ||w|| < ¢+1nb eine
Kongruenz der Form (7.1) liefert. Sei dazu w = >3 §;0; mit 0.B.d.A. §;;; > 0. Im
ersten Schritt wird gezeigt, daf d,,1 = 1 ist (Satz 7.3 a)), und im zweiten Schritt,
da §; € {0,—1} furi =1,---,t ist (Satz 7.3 b)). Die (¢t + 2)-te Koordinate von

w 1st somit

b(1 + §)o+

t

NY.1n —
[licipi ™

Damit ||w||?> < ¢+ Inb ist, muB [T'_; p;* die nichste ganze Zahl zu b(1 + )%+
sein. Andererseits gilt aber die Naherung b(1+%)%+2 & b(1+0¢2- %) = b+6,40N,
so daB b+ 0y2 N die nichste ganze Zahl zu b(1 + §7)%+> ist. Somit hat man eine

Kongruenz (Satz 7.3 c)):

t
[1»:% = b(mod N).
=1

Aus (7.4) ergibt sich wiederum die Kongruenz der Form (7.1).

Bemerkung 7.2 In der Praxis werden fir dieses Gitter ebenso wie fiir das Gitter
von Schnorr die reellzahligen Basisvektoren durch rationalzahlige approximiert.
Bei Adleman ist es hingegen schon fiir die Theorie von grofier Bedeutung, daf
die Basisvektoren rational sind.
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7.5 Korrektheit von Ajtais Reduktion

Satz 7.3 Seien ce R, t,b€ N und N € IN hinreichend grofy mit: i) ¢ < 21In2,
i) N0 < b < (2N)!°. Sei L = L(b, N, t) das Gitter mit folgenden Basisvektoren:

o Vinp; - 0 0 NY1np,
Vg = 0 coo y/Inp, 0 NY1np,
Vig1 0 0 0 N''Inb
Viga 0 e 0 N2 NUIn(1+ %)

Sei w € L ein beliebiger Gittervektor ungleich Null mit w = Zfif 0;v; und
8r1 > 0. Falls ||w||* < ¢+ Inb, dann gilt:

a) o1 =1,

b) 6; € {0, -1} fir i=1,---,t,

c) [T'_, p;% = b(modN).
Auflerdem gilt:

d) falls eine pi-glatte, quadratfreie Zahl g ezistiert mit g = b(modN) und

b—g| < N2, dann gibt es einen Gittervektor w' mit ||w'||2 < ¢+ Inb.

Bemerkung 7.4 Dieser Satz und der folgende Beweis sind nicht direkt aus [2],
sondern aus einer verbesserten Version von Cai/Nerurkar [3].

Beweis: Es bezeichne cord;(u) die i-te Koordinate des Vektors u. Sei wiederum
u(w) = ] o7, v(w) = I] ;™
Es gilt:
t
lwl* > > 67 Inp;
i=1

t t
= D Glapi+ Y 6 np

5120 5,<0
¢ ¢
> Y &ilnpi— > 6 lnp;
;;10 aii:<10
= Inu(w)+ Inv(w) (7.6)

Aus N hinreichend grof§ und i), i) schliefit man:
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0102 N72| = |cordq(w)] < Jw|| € Ve+Inb < v/12In2+10In N < N.
Daraus folgt:
|0¢2| < N? (7.7)

zu a) Nach Voraussetzung gilt: 6,,1 > 0. Man fiihrt im folgenden é;,1 = 0 und
0¢41 > 2 zum Widerspruch und erhélt dann 6,1 = 1.

1.Fall: (5754_1 =0
Es gilt:
ii)
lorell > N In (14 5) > N1 S 88 > Vet b > ul.

Somit ist der Vektor w kein ganzzahliges Vielfaches des Vektors v, und wegen
de41 = 0 ist eine der Zahlen u(w),v(w) € IN ungleich 1. Da u(w) und v(w)
keinen gemeinsamen Primfaktor haben, gilt: u(w) # v(w). Man definiere

Gmin := min{u(w),v(w)}, gmax := max{u(w),v(w)}.

Aus (7.6) folgt: In gmin < 2(c+ Inb) und mit ¢) ist:

Gonin < 202
Daraus folgt:
t
Z dilnp;l = |Inu(w) —Inv(w)| = I gmnax — 1N Gmin
i=1

> 10 (guin + 1) = I goin = In (14 1)

> = >q b2 > 2 TN (7.8)
Aus 0,11 = 0 folgt:

t
’Nll Zél lnpi—i—(ng 'Nll -In (1+ %) ’ = ‘COI‘dtJrQ('lU)‘
i=1
< wl]
< Ve+Inb.
Daraus ergibt sich:
IN1L. S 5 Inp| — Ve + Inb
|5t+2| Z 11 N
N - In(1+ )
(7.8) NO6.277T— N
> N
N1, %
iy N6.277T - N
> -
NIL. N9
> N* J zu(7.7)
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2.Fall: 6,11 > 2
Es gilt:

Spio-In(1+ X (7<7)N3-N_9 N2 7.9
t42 111 _'_b = < ()

t
cord,o(w) = N - (Z dilnp; + 0ip1 - Inb+ 649 - In (1 + %) ) (7.10)

i=1
Es folgt:
(7.6) t
Jwl> > huw)+ho(w) > |[Inu(w) —now)] = | > &np
i=1
(7.10) T N
Z 5t+1 -Inb— N . COI‘dH_Q(U)) + 6t+2 -In (1 + ?)
(7.9)
> 2Inb—N"Y.Ve+Inb— N2
> 3Inb J zulw|*<c+Inb

zu b) Wegen 6,41 = 1 gilt:
t
‘N“ i (Z(Silnpi +Inb+d;49-In (1 + %) )’ = |cordyo(w)| < Ve + Inb.
i=1
Daraus folgt:
|nu(w) —Inv(w) +Inb < N '1.Ve+tInb+ ‘5t+2 -In (1 + %) ’

(7.9)
< NHM.NyN?2Z2<NH (7.11)

Annahme: Es gibt ein §; > 0 fur ein i € {1,---,t}.
Es folgt: u(w) > 2 und somit:

, (76)
|lwl]|* > Inu(w)+nv(w)

1
> 2lnu(w) +Inb— N"*
> 2In2—N"'+1nb

> c¢+1Inb, da N hinreichend grof§ ist
i zufw|? <e+1Inb

Somit hat man:

5, <0 fir i=1,---,t
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Annahme: Es gibt ein |J;| > 2 fiir ein ¢ € {1,---,t}.
Dann gilt: ;> > 2|6;| und 6,> > |9;] fiir alle anderen j € {1,---,t}.

Daraus ergibt sich:

t t
[wl> > > 67 np; > |6/ Inp; + Y [6;/Inp; > 2In2 + Inv(w).
J=1 j=1

Mit (7.11) und u(w) = 1 folgt:

|w|* > mb+2In2—N"' > c+1Inb
i oz |w|® <c+Inb

Somit hat man:
6; € {0,—1} fir i=1,--- ¢
zu ¢) Nach a) ist d;y1 = 1 und nach b) u(w) = 1. Daraus folgt:

| —Inv(w) + Inb+ o -In(1+ )| = [N cordyz(w)]

N'%/c+1nb
N_10'5.

IN

IN

Aus (7.9) folgt:
| —Inv(w) +Inb| < N2+ N 105 < ¢
Daraus folgt:
v(w) < b-e® < 4b.

Sei y := b(1 + & )t+2,
Beh.: v(w) ist die ndchste ganze Zahl zu y.
Bew.: Folgt aus folgenden drei Ungleichungen:

|lny —Inv(w) < N9

[In(v(w) + 3) = no(w)] = |In(1+ 55)|
1 1 1 —
> 4v(w) > 166 > QﬁN 0
> N—10.5
1 _ 1
[In(v(w) = §) = Ino@w)] = |n(1+ 5 )7%))\
1 1
2 4v(w)—2 > 4v(w)
> N_10'5.
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Andererseits gilt:

Ot42

y = b(1+ D) = b 5N +5(%8) (3) 4 = b4 6N R,

wobei

, (1)
IR| < 62,2 < NS.N2.N10 = N2

Somit ist b+ ;19N die ndchste ganze Zahl zu y und damit v(w) = b+ §; 12 N.
Man erhilt:

t t
1% 2 I »% = v(w) = b(mod N).
=1 =1

5;<0

zud) Sei g =b+IN =]\, p; ", wobei ; € {—1,0}. Sei weiterhin 7;,; = 1 und
Ye+o = [. Dann gilt fiir den Gittervektor w = Zfﬁ Y;v; € L

t t
lw'* = Z%’anpﬂrlgN_A‘ﬂLNm' (Z%lnpz‘Jrlnbleln <1+%)>2

=1 i=1

_ Et:—%lnpiJrlzN“‘Jer- (—1ng+1nb+l1n(1+%))2
=1

= g+ PN N2 (b —In (14 %)+ b+l (14 X))

= bt In(14+ %) 4 2N N2 (= RN R,

wobei
Ry= =552+ 55 = 1(5) +5(5)° =+
und
Ry=—3(3)2+5(3)° = 3(3) +5(5)° =
2 2

b+ 3+ 2Nt N2 ()7 4 1] - (5)?)

< Inb+IN?+ PN+ N2 . 4*N3,
Aus |b—g] < N2 folgt: |I| < N2. Somit gilt:
Jw'|?> < Inb+ N3N+ NN~* 4 4N2N2N -

< ¢+ 1Inb. O

IN

Um zu beweisen, dafi die Voraussetzung von Satz 7.3d) mit grofler Wahrschein-
lichkeit erfiillt ist, verwenden wir folgendes Lemma {iber glatte Zahlen, das auch
Adleman in seiner Arbeit benutzt.
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Lemma 7.5 [10] Fir alle c € N \{1} und fiir alle hinreichend grofen natirlichen
Zahlen n ist die Anzahl der In®(n)-glatten, quadratfreien Zahlen, die kleiner als
n sind, gréfier als nl=t.

Satz 7.6 Sei N € IN hinreichend grof$. Sei p; die kleinste Primzahl grofier als
ln22(N11), also insbesondere t € IN polynomial in In N. Man wdhle b € N zufdillig
mit den Bedingungen (7.3) und (7.4). Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf$ es
eine pg-glatte, quadratfreie Zahl gibt, die sowohl im Intervall [b— N%, b+ N3 ] als
auch in der Restklasse b (mod N) liegt, mindestens 1/2.

Beweis: Sei A das Ereignis, dafl es eine p;-glatte, quadratfreie Zahl gibt, die so-
wohl im Intervall [b— N2,b+ N2 als auch in der Restklasse b(mod N) liegt.
Man wendet Lemma 7.5 auf ¢ = 22 und n = N'' an. Somit ist fiir eine be-
liebige natiirliche Zahl aus [1, N*'| die Wahrscheinlichkeit, dafl es eine p;-glatte,
quadratfreie Zahl ist, grofler als

Nll—% 1

NI N3

Im Intervall [b — N2,b+ N2] liegen 2 - N2 natiirliche Zahlen und damit 2 - N2
natiirliche Zahlen, die auch in der Restklasse b (mod IV) liegen. Somit gilt fiir das
Gegenereignis A von A:

B 1 oaN1/2 1 N1/2 .
ws(d) < (1-55) < (=) =

Daraus folgt:

Ws(A) > 1—-e! > 0

1
5

Aus Satz 7.6 folgt, dafl die Voraussetzung von Satz 7.3d) mit Wahrscheinlichkeit
mindestens 1/2 erfiillt ist, so dal es mit dieser Wahrscheinlichkeit einen Git-
tervektor mit Fuklidischem Normquadrat kleiner gleich ¢ + Inb gibt. In diesem
Fall ist gewéahrleistet, daBl man die fiir die Faktorisierung notige Kongruenz (7.1)
findet.

Bemerkung 7.7 Problematisch ist bei Ajtais Reduktion ebenso wie bei den Re-
duktionen von Schnorr und Adleman, sicherzustellen, daff man bei mehrfacher
Anwendung der Reduktion t + 2 verschiedene Kongruenzen (7.1) findet.
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